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SUR L'ÉQUIUBRB ET LE UOCYBMENT 

D'UNE PLAQUE ÉLASTIQUE 

bOm L'ÉLASTICITÉ N'EST PAS LA MÊMË DANS TOUS LES SENS. 



Nou» avoos donné , daos le troisième Tolume des £xercicet de Malhémaliques [pag. 3»8 
«t cuivaiil«a], les équations qui expriment Téqullibre oa le mouTement d'une ptaquc 
•oBde éUrtiqim ou non ilaMîqoe. 4*ép«UMiir coDstaole, ou d'épaineur Twiable, mais 
en noit* ]>orflant à l'égard de la plaqae ëfaaUqa» «a c«C où l'élaslieilé ratait la mémo 

dans toutes les direcliooi. Alors la« projeeUons algébriques sur les axes coordonnés des 
pressions p' , p' , p'" supportées en un point quelconque {x,y,t) par troû |ilaM 
perpendiculaires à ces mêmes axes , ou , eo d'autres termes , tes six quantité 

(!) A, B, C, S» F 

.se trouvaient liées aux (l'placemenls n> C du point dont il s'agit par les formules 
(ô8) de la page 33<). Considérons maintenant uno plaque ékslique dont l'élasticité ne 
soit pas la même dans tous les sens. On devra aux formules que nous venons de rappeler 
•ttbftllluer les équations (3C) , (Sj) des pages aa6» a«7, daaa laaqadiea m déaigao 
UM molécule d*0Q corp» élastique, a, h» e lot coordonnée! primitivot do eelte molé- 
cale» eVt-h-dire , celles qui rapportent à l'état naturel du corp», r le rayon TOdeur 
mené primitivement de la moiociilc m h une molécule voisine, a, [î , y les angles 
formés par le rayon r avnc les »li ini-axes fli-i rnordoiiiiécs positives , /{f) une 
foDClioa qui dépend delà loi de iallraction, et a ia densité du corps au point (x,j,t). 
D'ailleors , si , en supposant toujours que les déplacomonta C , q , C restent très-petits, 
on veut prendre pour variables indépendantes , au lien des coordonnées primitives « , 
ht (es coordonnées », y, z relatives k Tëtat d*équîlibra «m da moovement du 
corps élastique, il sulHra, comme on l'.i prouvé Si la page 307 du 3.* volume, d'écrire 
partout X BU lieu de a* y au lieu de b, 9 au lieu de e. Donc « si l'on fuit , 
pour abréger , 

IV.* ARNift. I 
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(3) d=pS[^co»«pco»'ir/(r)]pe=|4T*^'^''"**-^^''^J* f=îpS[-^co»'«m«p/W]» 

I 

u — P s['^OM*«eoa^cosy/(r)J, T = p s['^'^co8'acosy/(r)J , w = p s[^cm'«cos^/C/-)] , 
o '= p Sj^ cos '^o»>/0 ) j , T ' =ps[^ co jacoa'f cosY/(r) j , w ' = ps[ ^cosaco»' J , 

u'=spS[y«hP«»V('-)]* ▼'=/»s[2:coi«cmV('')J» w*=pSf2:«owiW»pco««7/W]j 

lot valeurs de A , B , C , D , E , F relatives à un eorp< élwUfiM» donl l'élaiticilé 
n'est pas la uiême daas tous les »ca» dcricadroat 

*=^.. + ' ^7+" ^7+^ u+4^J+ni.^ + ^j■^■"^^+^)• 
Lnrsriuc Iti cor(>â ûlasliijuo est houog^e, les quiuzc coeflicicnls 

(7) «» >»» C. «ï» C. M» W» u'» W', U*. T*, W* 

so réduMeul i des quaaiilés coiMtaotoi, et Ton peut en dira tulant de la densité f » 



(5) 
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(*) 

qui. pour de liès-pplîts dt^plflceinenls des mnléculrs , no diflcrc pas scn$iblcmeiil de Li 
dcDsilé primitive. Alors les valeurs de A , B , C , D , E , F, fourniot par le« équa- 
tions [b) , (6) , dépendent ^es six qaanthib 

4% rf« ^ L'i-j-fi i!i_L^ 

qd rariml tcnles dan» cm mêmes éqnatiooa atvc tea coordoMiéw ta , ». On peut 
ioaiarqiiep 4|im eea lûc ^oantîM» sont avaii les aealea foiictiaiM do mt y» *i qui «ti- 
trent dans la valeur générale de la dilatation ou condensation linéaire mesurée suiranl 

une droite menée par le point (x,j,z) de maniLTe i foniifr îes angles ^, > . y 
avec le^ ri'Toi-axes de* coordonnées positives. En eliel, si l'on nouinus s cette dilata- 
tion imoaire prise avec le signe -f- ou celle condensation linéaire pri»e avec le »igne 
— , on aura , comme ou l'a pcouT^ dau I« II.' volume des Exercices ifa^Q C6 ] , 



(9) 



Dans le caa particulier od le corps élastique offre trois axes d'élasiicilé redengolafroa 
«nlre ew et parallèles aux axes des x» y » »» les oeuf coefiicients 

(lo) u, V, vt; u', w'; u', t', w*, 

s'étenooisieat, et lea formules (5) , (€) , rëdaitfls aux soinmlea 

«eïncident avee les équations (63) , (64} des pa^ aSS, 934 du III.* volume. des Exer- 
cices. 

Les formules (ô) et (6) ou (ii) et (12) étant une fois établies, il suffirait de les com- 
biner avec tes formules (a) ou (tiô) et (28) des pages 161 el 166 du III.* volume, pour 
obtenir les équations générales de Téquilibre on da moQTement d'un corps élaslique , 
dont les moldenles a*écarlent très-p«a des poêlions qu'elles occupaîenl dans Télet naturel. 



( 4 ) 

Doue, « Ton désigne par f It fet<w tecélératrico appliquée au point {x,j, t) de ce 
oorpi élMtiqiie, et par J[ , Y» Z \m projeelkm algébriques de la force y tiir le» 
asea coordoooé* , les équaltent propret t détermiqer le moof emeat de ce aiéme eorpa 
Mnwl géoéralement 




Si If corps claslifjîîf* offre Irois axes d'claslicité rectangulaires et paralltîles aux axes des 
X, Y. z, Icâ cœflicicnls u, v, w, u' , v', w' , u", v', w* s'éraoouiroDt , et les 
Oquaiions (i5) , réduites aox anifaDtei 



Digitized by Google 



{«) 

eaîDcideront Aree 1m formulei (68) de la page s35 du III.* volama. BnGa , «i de» for- 
mules (i3) et (i4) on veul tirar celles qui exprimeat rAquîHbre <l*an corpi ékwtique, il 
luIBn d'eoauler les trois eipression» 

Concevons à présent que le corps élastique se rédaUe à une plaque élastique nalurel- 
lanieni pltoe et d'noe épaisseur octtsUntef Désignons p«r «s l'^absear nalmnlle de 
b pbqne . et prenons pour plan des m, y celui qui diviiail prinulÎTemenk cette épaitp- 
seur en deux parties égales. La »ui&GO moyenne» après avoir eoittddé dans l'état na- 
turel avec le plan des x , y , ?o courbera, en vertu du changement de forme de la 
pkque , mais son ordonnée restera très-petite. Désirons par /^»y) cette ordonnée , 
^ iaisoDs de plus 

(iS) — 

s étant rordoonée iTune molécule quelconque m ptUc au hasard dans Tépaissenr 
de la plaque* Bnfin soient 

^17) itf.= itf. + ^^ + «tc», f =:iF'. + iî',#-4-elc . J = ^. + ^»«+etc. , 
(iS) S = «• + Çi* 4" de. , n = 4- etc. , ; = 4- ç,« -J- elc. , 

(ig) JC=X. + j:.s + etc. . raBr,4-r,i +elc., Z=Z. + Z.«+2.-^+etc., 

ks déreloppemnits do A ^ F» B» X, Y» Z snirant ks pnÎHances ascen- 

dantes de ê, dans le cas où l'on prend 9 , j et « pour ? ariabtes indépendantes. 
En supposant que la plaque élastique se meuve et soit extérieurement soumise à une 
pression normale désignée par P , on établira, comme nous ravons fait daoa le lU.* 
volume [pages 537 338] « les trois équations 

Seulement pour obtenir les valeurs des fonctions A, , F» , i?„ , , F, , /?, cxpri- 
tnécs à l'aide des dérivées partielles do l, , . ^« , U faudra combiner les équation» 
{^) de la page 33 c'est-à-dire les trois iormuius 



(a») 



(6) 

£ = 0» D = o, C^ — P, 



qui fubtUlw>nt encore ponr ê*m-~i el poni^ * — non plitt avec ]«• ^quelions 
(58) de U ftifa SSg , me» «vee te* éqnatiQiu.(5) et (6)< On tara done» pour « s= — t 
et pour «ssti 



(•5) 



puis , CD cubililannt lei valears de» fondions 
(•4) 



fi 4. ^ rf£ 



tirées' de» formules (sS)» dans celle» des iSquation» (5), (6) qui déterminent le» pres- 
sion» A,F,B, ontronrert 

a. b, c« f, tt. p, ip désignant de nonreaus coeflicients dont Ira valeurs 

seront 

(»6) a = a 

eJc — ett*'.--dT*» — ci»''»+au''r''w» * 

(s?) b = b • 



edc — eu"* —ûr" — cw*' 4'»i»*T**»" 
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(»«) 



(7 ) 

r = f 



•de—aa"— df^^cw'* •4>m'v'w' » 



(t9) 



(3o) 



•de — ea" — d»*" — c»*** -t-su'v'w 



(5.) r=f 

/ jr(u''w''-jT') + u{v''w''-eu'') + e(cd-w'») 



(5,) 



edc-eu*»-dr'»-cw'' + au'T'w" 



VIII w - il y , + ti ; V M' ' - (■ 11 



•de - «a'* -dv'* < cw** +mi''t'w' 



Or» û, après avoir déreloppélfi deux membres dai formule! («5) injvaot les puissaocM 

ascendrfntcs f^c n , on pose successÎTement dans res formules * — — s» «as»^ 00 
«o conclura, en oégligeaat les termes proport iooueU au carré de i , 



4to 



lV.*Aii»<i. 
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(8 ) 



D'autre part, »i ToQ nomme V»V»W fimclioas de m, y,» propre* à vérifier 
les formules 

♦ • * 

on aura , povr « » — « et poor • « • « .en verlu dee éqiMlioo* et (35), 



(56) 



rf* ^ «to " * ito ^ <r à% ^* 



pu» OD en oonclum, en prenant pour TWtables indépendante* ai* y » au lien de 



Cela posé , soient 
(58) 



^. y,, w. 



les valeurs de V, F, JV correspondantes h «r=o. On tirera des for mules (55) 
1 1 (07) , en développant le» deuft mephres de chacune d'eiiea «nivaai le» puissances aa- 

ccndantcA de s , ' 
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(9.) 



(39) 



f .P.+V/:.+ ,'/f'. = -r^-V^_u(-^+^). ■ 



•t 

(4o) 



dm ' 



4r ' 



(4i) 



<r <<r «to 



■)■ 



Si maioicDaDi ou substitue, dans les formules (»o) et (21) , les valeurs do . B,, 
F,, Jt»Bt» Ftt fonmia» par l«t dqnatioiif (SS) et (4 1) ; on lrfNiY«r« 



m 



(45) 



i* 

T 





1 
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( >o ) 

V,ff^,jy<, désigoant dea fondions de x el f déterminéa par les formule* (39). 

Les équations f/jo) pt IJ^r)) çont !cs scalps qui -^iilciisii'nt , pendant le mouTemenl d'une 
plaque élasii^uc aalurcUcmcDt plane et d'une épaisseur constante, pour tous les points 
de la surface moyenne. Supposons d'ailleurs cqUc ptaque tenninée-^ans «on ^tat naturel 
par dn j»I»d8 perpcndicolaîrvt au |dan d«i x , j ou par âne iwfice cjliudrique dool 
le» géii<ralri€«i «Menl parallèles à l'am dea a, , Si cette aurface cjUodrigne jnl aoinniie 
à mw pteliioD iKKDéle 9 WSbwit» 'i» P.» el ai 1*011 d^iigoe par ' 

... ,p ^ -r-Y 

les angles que forme arec tes demi-axes des x , j et s positive» la normale à la sur- 
face cylindrique, prolongée en dehors de la plaque; les condition» (35) et (5») de* 
pagoa 536 et 338 du UI.* Toiumei laroir, 

(44) (-rf, + ÎP)coa«+^*«»P=o» ^.««• + (it»+îf)«~?=«» 

(45) A^OM» FtCMp = o , FfCM* 4. B^onp =0, 

devront être remplies pour toua les points de la soriace moyenne situés sur dM,piàiliow 
libres du contour de la plaque. Au contraire, lea fi»nn«les (4o) et (4i) dea pa^ 586 
et 957 du même roluDie , aaroir, 

(4y) ï»=0| «.=0, c«=o» 

(48) l»=o, e,s»o 

detnmt 6t»e «ériSéea pmirtiei,pobita da.Ja aurface moyenne aifai4e sim> dea poritoa* fiiea 
dtt contour de la plaqiw. Il est bon 4*olNerver t.* qu'en tertu dea équnliena (40) , lee 
fomalea (46) et (48j pourront être rédaites eus anlranle». 



(49) 



et 
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t.* que àe» foffwulM (43) et (49) cqmbift^ ^tn» (bIIm aa ooncluni , en n^igeanl Iw 
ternes proporUoniMli en carié de s , 



(*>) 



dJ 
dm 



^ dF, /„ rfZ» d'V,\\ (rfF, rffî, ^Z. rf»r,\ 



C09p=0. 



U De reste plus qu'à .substituer, dans les formules (44) f (4^) (A\}) ou (5i), les Ta- 
leun de Jm» •^•t B^, A,, F», Bt» fourmes par les éqaalioDs (53) et (4i). 

Si l'on Toalait comiilércr une plaque étostiquc, non plus iam l'état de mQùvement » 
mais dans l'état d'équilibre , U suffirait de supprimer , dans les éqiMtîeiM (4*) « (4^) et 
(f({9) , tofu.les tenues fui renfcrmont des dérivées tdatives à (. 

SereBens au cas où la plaque élastique se ment. Alors les deux inconnues , n, , 
qui mesurent les déplacements pnrnîl<'>)e$ aux axes des a; et ^ pour an point quel- 
conque de la surface mojenne» pourront être déterminées k l'aide des équations (4») 
réonies aux eonditions (44) ou aux deux premières des condilioiu (47) ; en sorte que 
les taledri générales de ces iacennnes seront tndépendeates de la valear iaitiele de C« • 
el par conséquent de U forme de la surface moyenne à l'origine du mourcment. De plus , 
après avoir déterminé et , on déduira des formules (ôy) les voleurs de U,, f^,, 
et de l'équation (4^), réunie aux conditions (4^) et (ôi), ou à b dernière des conditions 
(47) et aux formules (âo)« la râleur générale de Si l'on suppose en particulier 

que , pendent la durée da mouvement » les déplaeemenls U» n», mesurés perellèlé- 
ment au pion des «0,7-» restent très-petîts rebtirement k Tordonnée de le 9w 
fine mo^nn»* ce qai exige que les valeurs laillaies de • it* ' soient elles-mêmes très- 
petites relativement à fa voleur iuitiale de ^„ ; nlor^, Ctt lMgt^|eeat tOttS les termes quî 
reoferment ou a. , 00 tirera des formules (39) 

(5s) <7.=so, ^.=0. 

par suite les équations (4i} $ (49) deriendronl respeelicement 



(55) 



dm' éy* dsdy ' . * . jto* df* dmdy * 



et 



( »a ) 



(64) 



cl \66 é^ualiont (4o) » (5i) se réduiront aoK taÎTaniei 



(66) 



= 0. 



Le» dÎTWMi formalM qna nous veiioiii «TéuUtr n iba^Bfl«rt , lonqa'on nippoM h 
plaque élastique extnilB d*ail Coqw Mlîde qui offrait trois axes d*él«licilé reclaDgulaircs 

el parallèles aux axes des a*, y , Alors les coofTicienls u, v, w, u', v', w', 
u', v', w* s'éraDOuisscnt , el les formules (26), (37}, (s8)*,.^29)/ {^PÏa (^.0/ i^*) 
so réduiseat à 

($7) a=« — ^. li=b— y-. c=f» ^«o, f=f— ^. 



(«S) 



Atort auc$i ou tire dei foraavlet ^) 



(«9)\ 



P 

c 



Par suite les valeurs do A„ , , F, ^ A, » Bt , F, ^ délermioéet à l'aide dei Aqua- 
lions (33), (4i)» doTÎeunent 



m- 



^. = i.[(«._e.)-^+(fc-d.)^-P.j . 
JI,= i.j(rc_i,)^+(W^d.)^_w} , 
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(. »5 ) 



(6i) 



. — ^ I (.c - e ») "sr + ^« - ^ 



e 
t 



r 



^^^^^^^ • 



et lu finnrales (42) , (43) donnent, pour un point qu6lcon(|a« de la plaque élastique. 



(6.) 



- rf'g» bc-d' d^no 



0 «£m^ 

afc-do d»§o 



4y* ' . û «toïti^ 



(63) 



3ïi(»<=-«*)^ + «(5fc-de)^ + (bc-d.) 



Quant aux conditions qui derronl èita yén^tics, dans l'hypollièse admise, pour les poinls 
«tlléftsar le conlour delà «arfacc moyonuc, on les obtiendra immédialcnieul, &i les Lords 
!• plaque ioot libres, en rabftitaaat les Tiilenrs de A^y D^, F., A, , B, , F, 
dans les foroialei (44), (4«) , (56), et elles coïncideront, ii les bords de lo plaqae 
defieoncnl fixes, erec les formules (47) et (55). 

On peut encore remarquer la forme que prennent les éqattioDS (4«} et (54) daos le 
cas oh Ton suppose la force ftccélérelrice f et les pressioM jP, $ iMuHe» b idro; 
Alors ces équations deviennent respectivement 



(<i4) 
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( 14 ) 

On voit par ce qui précède comment les varialions de réia&iicilc inHueni sur ia forme 
des ^uationi qm ^dtemioent-léii laiwtftnitnt» d'une plaque éiastiqo*. Las lonnales qu'oa 
amîl obteooet eo loppoMDt que FébaUcité raataii la mAme dana Uraa lea aena ne rm^ 
femuieiil qo*un seul caelBeîaBl dépaedant de la natvre de b plaqne. Haia celle anppo- 

tiUoii ne s'accorde paa avec les phénomènes observés par les physiciens; et, pour ob- 
tenir des résultais coroparn^lo« h l'expérience, II faudra généralrm^nt recourir aij\ for- 
mules {li</t) , (541 , (641 . < te , après avoir déterminé les sii cocilicients qu'etits ren- 
ferment , et qui ticnncDi la place des quinze coefficients c<MDpris dans les équations 
l^iiévalia dn ineiiTeiiianI d'un corps ilaitique. 



« 4 
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SUR L'ÉQUILIBRE £T LE MOUVEMENT 

D UNE VERGE RECTANGULAIRE 

EXTRAITE D'UN COBPS SOUDE 

DONT L'ÉLASTICITÉ K'EST fk» LA HftHB EN T0V8 SERS. 



Quan<l une pittqiio rlosliquc n.'iturelleincnl p'an;; , pI scfnLlablc ù celle que nous nvons 
con»idéi<!'C dans l'arlicle précô«lcol, m trouve latéralement tcruiiaéo par «icux Kurfuces 
CTtindriquef très- rapproche» l'une de Tautre , elle devient ce que nom nomiuoa» uoe 
wrge reclangulaire. L'axe de celte rer^, qui en général tti une courbe plane, se ré- 
duira simplement k une droite , si les deux .«urfaces cylîndriqura te traniTornuml en deux 
pinn» parallèles. Suppusuiis il'aîlluurs que l'on choisisse pour plan x , y celui qui 
f!ivi?e l'i^pai-ssciir rie I,i pînque , prirc H^ins l'ot it nuiiircl, en deux parties égales , et pour 
Axe des iC l'axu do b verge. Ënfîti soient ii l'épni<sciir primitive de la plaque, et 
xK la distance comprime entre les plans parallèle» qui la Icrmiaenl lalérulemcnl, c'est- 
à-dire» répaÎMenr de la verge mesurée dam le plan des tt^jK Le» épaissenra %h , 
tï wfonl précisément les deux eôlés du rectangle qu*on obtiendra en coupant la verge 
par un plan perpendiculaire h fon axe. D'autre part, si Ton adopte les nointions et les 
principes exposés dans l'arlufo [)réci''(Iciit , ff-- t!i^;)lnrrmenU , n,, relatifs à un point 
iilué sur In surface rooyeiuie de la pl.Kjuc élastique, et mestirés paralièiciiienl aux axes 
des X et ^ , devront, pendant le mouvement de la platjuo, acquérir des valeurs 
teBes que les rennulef (m) de la page 5 . savoir, 

et les fbmmies (44) ^« 1* P«go io> mtoît* 

(t) 4- % cosct + f.cosp = o , F.eosa + 4- ÎP) cos^ = o 

soient vérifiées, les deux premières pour tous les point» de la surface moyenne, et les 
deux dernières pour tous les points situés sur le contour de cette •surface. A,, F, , 
B, étant des fonctions de x » j déteroiiaée» par les é quations {^i) de la page 7 * 
e'éil'h'dîre, par les snirantet 

IT.* Amie. S 
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( »6) 




Il est essentiel de rappeler que» dan» lc« équations (i) > (*)* (3) > ? désigne la deotité 
de la plaque, rc^nrdéo comme conslanle; P, les pressions supportées i.* par les 
plans qui Icrraioeot la plaque An cô)('' dfs r pnsitivca el «lu côlé des z néj;alives, 
9." par les plans ou surfaces cylindrique:) qui b teriuioeut laléraleweal; A'«, , les 
projeetïoiit algébriques »w les exes des s et jr de U fiwee accélératrice appliquée à 
«o point quelconque de la xuffiioe mojenne; el x, p les angles formés .ivec les demi- 
ânes des » et ^ positives par la norninio étcrée dans le plan d4^5 jr sur le con- 
tour de cette surTace. 

Couoevoos maintenant que , la plaque ébsti'juc étant réduite h une vergo reclingtt- 
iaire , ou désigne, comme dans l'arliclc prt ci fient, p»r i, ». ç les dt^placemenls 
parallèles aux axes d'une molécule quelconque m qui c rrrspond, dans rûlatdcmou> 
Tement, aux coordonnées x , ^- , z; par A, i', /■ ii s projcclions al;;t^briques de 
b fiirce McdUratrice appliquée k cette roolécnlo; et par A » F , E; F , B , D; F , 
D » C les projccthms algébriques des pressions ou tentions exercées au point {»,jtt) 
contre trois plans parallèles aux pians coordonnés. Soient déplus r , r' le» distances 
comprises dans l'état de mouvement i.* entre l'tixc de la vorç^ 1 1 ! i Ji liie in< née par In 
molécule m par^llèlcinent h l'axe des : , a.* entre la iuoIlchIu »/i et le. pnint dt; 
ia oiéuic droite qui se trouvait primitivement rcafermé daus ic plan dus x , jf. liaiin 
supposons que Ton développe les quantités X, Y, Z, A, Bt C, D, B, 

F , considérées comme fonctions de te » r et r' , suivaul les paîasanoea ascendantes 
de r, r'/ et joignons en conséquence k la fwroiute 

(4) î =s + + «„, 4- Y + » h»rr' + «.«r'*) + etc.. . . 

tontes celles qu'on eo déduit quand on y remplace la lellrc l par l'une de» lettres 
j, , ç , A' , y , z . A , B , C , I) . E , t\ Les fonctions de x ut de , dési'j^néf ji 
dans les formules (i), (a) • (3) par S,, , , y\. A,, F„, B, se confondront 
avec les Talents de n » X t Y* A , F, B correspondantes à r'^o. Doue 
elles seront données par des équations de la forme 
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(â) 5, = ?.„•+■ 41»»'' + — e'c. 



lU-marquouà d'ailleor.'i que [vu deux i(uuiililc.s détii^nécs par , dans ics cquii- 

lions (4) et (ô) sont prédiément les Yaleun f «t de ii eorrespondante* k un p4Hnl 
•ilué «ur r«XA dû la rerge. 

En réftuiné , l'on Toii que , peuiknt le mouremcdl d'iine verge droUe et rccian^ulairc . 
déplacFmenls U » «o d*uae moldculo primîlivcinent renfenuie d»n» le plan des 

X , y , cl le» d(!'|)lac''incnls ■ Us*» <l'un point primilirenicnt situé sur l'axe , se 

dédoiront des formules (i) , (s) , (5) , (5), dont lu preiiiït^re et les deux dernières devront 
Être vérinées pour tous le» points de la section faltn (i..iis I t vt-i par le plan des x , 
y , tandis que l<i seconde devra être v<iri(i(^e pour tous les point» sjtu'^s sur le contour 
de cette itième section. Or les formule» (i), (»], (5) sont enlî&rcinent semblables aux 
formules (a), (4)* (it) des pages a4^> ^47* *5odu III.* volume^ et, pour tirer les unes 
des autres «il sullit de remplacer At f» B, X, F, n par A^t F«» A*» X^, 

PperÇ, ^--577- P" -rfTT-. JT^TT^ par — . -eofio 

î» » îi f ?i » ••• t »i t 1» ► *•• p3r 9«»o » îi»» • Ç»«» f ••• ''o«» » "Si»» » '»!» I »«.•... Ctila 

pusé* ou pourre immAdiatement transformer les équations qui expriment le mouremeot 
d'une lame élastique droite et d'épaisseur constante, e'est-h-dîre , les équations (46) de 
la page «55 du III.* volume, de manière à obtenir les équations du moutement de la 

verge dj'oite et rectangulaire qui, étant coupée par le plnn des x, y, offrirait la 
luéuie section que la lame clasliqne. Kn tflel , pour op<Vpr la tronsformalicu dont il 
s'agit . il suffira, dans le» équations (46) de la page 3à6 du 111.* volume, de substituer 
au& quantités 

ç» » ç» » ■'^« » ^* t ''»» * y» t A^ t A^ 

les quantités 

et âlots , en lédalsant le polynôme 

h* <«• 

au seul terme — ^^l* ■ , vis b-vis duquel les deux «ulres pemenl être ndgifgia, oa 

trouvera 
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(<>) -2;-+f^-=p— 5jr-' 

T "^Sî— [ ^«•+ 6- + « — îT-J j - — 57^ — 

U jw reste pliu qu'à esprinMr le» qoaatiti» « ^ttm t produite» par te dévelop- 
pement de ^« iuivaat le» puûsanees «iceoilaotea de r , à l'aide di :> dérivées par- 
Uclle* <!*• , to.o. Pour y pnrvpnir, on observera d'abord que la section primitive- 
uiLiU lailu daoÂ la ver^c pur lu plan de:» , j étnil comprime ealre deux droites pa- 
raiieli-< à l'aie de» x et représentée» par le» étjuuiiuu» 

C») • y^-h, 7=A, 

Or les deux courbes, dans li ij idlcs ces il.ux droites se Iransrormpnt en vtrlu des dé- 
placements iotiuimont petils des molcculc;^ , diUcicot iuiiniuicul peu de ces luémos droites. 
Done« ai Too désigne par x , p les angles que forme la trace du plan normal k Vuttt 
de cea oowbea sur le plan dea 9» y avec lea deiui-axea dea as et ^ poaitives, on 
«ara «eais3»lement , c*eat4-dire* en négligeant les quantitiéa infinhncnl pctilea, 

(9) coijx. = o , coip=zp I ; 

lea équationa («) donneront è trèa-peii prèa , pour lea point» aîlnés aur lea cewliea doni 
ila'ept» 

(10) F.=sO, ir„=: — 

De plus . coDtme une droite primUivement parallèle h l'uxe des jr et propre à me- ' 
surcr la demi-épaisseur h de la verge dans l'étal naturel , changera très-peu de lon- 
gueur et du direction OU raison des déplacements iuiiniuu ut petits de» molécule:», il est 
clair que, pendant la durée du mouvement» , -^k seront à très-peu près les va- 

leur» de corre»pondanle» aux deux courbe» déji mentionnée». Donc, ea vertu de* 
formule* (10) réunie» aux éqnatioua (3) , on aura, aan» erreur ceonble , pour p — A 
eli»our r^kp 



(»«) 




Digitized by Google 



( »9 ) 

ftm en «ibstiliiant , dans la première «let difustion» (3) , ie» vateu» de* fonctions 
tir4c« de» fonuolc* (ti) » tatoir. 



~ lif-i» bf-îl' «te ' 

('3) : 

et fiiÎMiil pour «bréger 

(.5) ^^^^^^^ =,n., 

en Irottvera 

(17) ^,=pa>^4-n. 



CkmoeroiM à préteot qu'en «yant ëgard à ki première de* équeltont (S) • et à Téquetlon 
uialogae 

on développe le* deux membres de la foriuulo (17) suivaul les puissances »sccnduiil«>, 
de r. Si Ton y poee eiuiille laeeeerifeneiii ^ » — A . r = A , on en conclura , 
> eu né(^|e>at lei teroMe proporkioaiids «a carré de A , ' 

(.9) .f.^=,ft--^ + n. (.0) ^„, = ,a..^. 



DWre part, en prenant 0 et r pour vacialilei indépendante» an lieu do », y, 
et Usant 



( «• ) 

. bfO- — bTï^ — 

ou tirera dm équatioM (iS) rénaiw MX fomole» (i4) 

(") ^ + -^=»45-+"'- -Îf = '^+"'' 

ptiii> , m dévuloppant les deux ineiiibrei luivMt Ici puusancM wcciiiilaiite» de r» pô- 
MDt r^ûzkt et Digligeaal I«s terme» de l'ordre de A , on Irouvcre 

l>!er Mille Téquitioii (ao) donner* 
(«4) ^.^.^pû» II' 



Si tnaiulenant on «ubsliiue dans les Tormules (6) et (7) les valenn de A^,^ , Af 
fwÊoA&t par lea équatiooa (19) et (a4) » on obtiendra -le* aaiiranlea : 

(«5) -rfjr- +-i^...=-5jr-' 

Los équation* et («6) aont lea aeulea qui » pendant i« inouvenoent d'une verK» 
élastique Dattirellemcnl droite , subsi«tunt , pour tous lus pointa de l'oxe , entre le« va- 
riables iiidé[)enflantrs x , t , ci les déplacements S,,, , »î„, , mesurés pnrallèlenient 
au plan 'i*'s . v • Ajoutons que , les fondions E„,o , ro.o <!"laiil su|)p()i.écs connues, 
OD déterminera sans peine 1rs valeurs oppruchcus des pressions A„ ^ F„ , B, et dct 
déplacement» C. . >i« relatifa h an point prit au hasard daiia le plan det a» » En 
effet les équationa 

(ay) ^ — !•»• 4* liM»" » = «•»• + *•»•»" » 

(a8) ^» = ^a»» + ^ii»!* ( 

réanie»attxfennttle*(Mj),(«^)ei(fl4}tlbitniiraatJe« valeur» de C A,, «ttxjquanr 
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lilé» prhê de l'ordro ds h*. Quaiit aim trulvurs approchii!! de F,, M,, elle» «eront 
déterminée* par (le> équations srmblables aux forniuir» (/17) de la pugc <i5$ du III.* to- 
lueie, el (jae l'oa déduira immédiateiiicul de cm formules eu écrivanl 

^» > îii» » •)«»« 1 1 »e i i n» t ■''i II» » el iP 

au lieu de 

.f', J?, ç., r.. . A'.. y.. . et P, 
Ou troiirera aiMi , en oéglii^aDt les termes preporlionneb au cube de A , 

(•») "-ïl^^i^-^lh*-'-)- *=-«4'('--^)'*--"'- 

Il e*t maintrmuu facile cl'élnLIir les rnn'lilîo!is par lieu lit- tes rtuxquellcs doivent siti»- 
f;iîrc les deux l"oncli<Mr« Ç»,, , i».» pour les points sitni's ;iux OAlrûtnilés df l'itxe de la 
verge. ËnecliireincDt , si Ton 6uppos« la verge leriuioée du cùlé des x positives et du 
c^ié des an négatives par àn plans perpCDdiculffires à i'axc . ei qui supportent en cha- 

eon de l«tiri points une nouvelle pression désignée par P , <hi aura » pour ees mêmes 
peiuls, 

(So) ^is— 9. ^ = 0;. 

pu» , en posant dan» les formules (5o) r' s o » on troavera 

l3i) ^. = — p. F, = o. 

Eu&D , après avoir subetitué dans ces dornièces les rnlenr* de A^^ tirées des équa - 
tioiis (aS) et (19) » on en coodura 

(Se) ^..,«-P. 
(53) ^„.«o. 

ou, ce ^nt revient au même, en égard aux Ibmulefl (19)» (aS), («4], (a5) el {t6), 



( « ) 

Ua oondSlioDi (14) et (SS) 4«rroiit «Ira remplia* pour ohaeane dM detix extrémité* de 
la verge élastique, »i ces deux extrémités tont libre?. Au conlraîrc, si ces extrémités 

'l<'vicnnorH fives, ou plutôt, si, le? cxlrctnil. s dn l'axe élnnt fixc-i . h< points renfermé* 
(l uis le$ pinos qui teruiluenl la verge du cùu'; «les v positives ou m .Cultives , sont nj^u- 
jelti» de manière h n'en point sortir, ou aura, pour les àhtcUsvi corrcsponiantes aux 
plans dont il s*agit * non-aeulemeot 

(») î.- = e, (3?) »,..=e} 

mail encore 

C H- iwf + Ut* =î « , 

quelles que snicnl les valeurs de r, r' , et par CODséqueol 

m ' «.,.=0, 

en , ce %m revient au ni6me , 

Si la verge élastique offrait une oxtr<SinUé libre cl une exlrémîlc fixe, lus cotidition» 
(54) , (5ô) devrment être vérifiéei pour la première eitfémité , et le* condîtioDs (36;i . 
(S7) , {S<j) penr la seconde. 

Los équations el conrlilions ci-dessus établies soiliscnt A la détermination complète des 
iDconoucs Ça,, , qui rcpréieoteDt , pour ua point quelconque aîtué aur l'axe de la 
▼erije, les déplacements mesurés parallèlement au plan des se. y» Si Ton voulait 
déterminer en outre le déplacement Cot> ce peint dans le sens de la coordonnée 

r, on y parviendra il sans peine en éclian^rcant entre elles, dans les calculs qui pré- 
cèdent, les quantités qui correspondent h l'axe <les r et h \'i\\c des z. Alors on 
retrouverait toujours les équations (G) , (19) cl (aâ), ainsi que les conditions (54), 
Hais les équations (7). (90). (aô). (34), (96) seraient remplacées pat d*aulres équations 
de la ferme 
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i«) -•t(-^-*^)+^-^-+t(^-+-^)' 

iR, C, n, , n, désignant quatre Qoureaux cocillcionU dont les valeurs scruieut (]oi)né«'s 
par de» formules semblables aux équations (i4) ou ('0 • * l'épaisseur de In Tcrge 
mesurée parallèlement k i'aite des s. Pareillement à la place des condition; (50) » 
(S7) , (S9) OD IrooTerait celles-ci 

4 

(46) Ç.,.= o. Ji^ = ft£|z. + n.. 

ËQ résumé , pour obtenir la valeur de l'incomiue , il suiUra d'intégrer l'équa- 
liou (95) de manièro k remplir, pour chaque extrémiri libre de la vergd, la coadUion (34), 
et pour chaque extrémité fixe la condilioa (36)« De même on obtiendra la valeur de 

l'inconnue i;,,, , à l'aide de l'équalion (36) réunie aux conditions (35) , ou bien aux 
conditions (3;) et (09) , et la valeur de l'inconnue C,,, , h l'aide de l'équation (44) 
réunie aux conditions (4-)) • ou aux conditions (46). Ajoutons que, les inconnues ?„,„ , 
<«• étant unf: fdis (I(iterininées , on pourra fixer la valeur approchée de i à 
Vméà doi fommles (s 3) cl (42; réuaiet h la auîvaute 

ou, ce qui rerieot au même, à l'aide de la ronnulo 

BflèelifeiiMnt » «i Ton ref ardo lea ^itaevM t A et « i comme dea ^anlitëa infiniment 
petites da premier ordre , la valeur générale do s t ou le déplaoemeni d*UQ point quel* 
conque de la verge élaatique, mesuré parallèlement b l'axe des » , aara déterminé par 
l'équation (48) avee une approximation qui ne comportera qu'une erreur du aecond ordre 
feulement. 

SA l'on Toulnit considérer une ver^ tfaitiquo» non plua dan» l'état do mouvement» 
IV% AJitiis. 4 
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mais dans Télat d'dquiiibre , U suHkait do supprimer, dans le» équations (s5) , (sC) . 
(44) . 1m dérîfféw relalivM I t, tmmr, 

rf';.,a rf'Ho^ d'X,,, 

et dan* l« leomide de» fominles (55) oa (45) , le tenno 



qui , en ferla de l'équlien («6) pa (44) , dilftre trè^pen de l*espNMion 

dxtit* * lisdt* * 

BeTenoM au cat où la toi^ élasti^nc se meut. Si l'on suppose celte verge esittite 
y un corpt aolide qui offrait trois axes dYhsticilé rectangulaires et parallèles eui eset 
dei <b , « , le« neuf coeffideots désignés dans Tarlide précédent par 

u, T, w, o', t'. w', u*. w" 

è'étmnoulront, et lea eonttantea a, ^, f, K, 9, » seront détermiûéM 

par les fonnutea ($7) , (58) dp n^iiie article. Bn coBaéi|aeBce lei formiilea (i4)* (i5)f 
(»6) et (ai) donnerool 

i de-cf 

(49) K = o. 1 = 



(50) f Û» : 



abo-id*- hC -cf ■ + a dcf 



de-flf _ . df-bc _ 

(»■) "=-E::3r«+-in3î-'' ■ 

(h) . U'.^^p-^t. 

On Irouferft do Bktnat en aubititaeiit «ox qntnUlée k, 1. n', n* baquauiiiés fi, 
C, n, , n.» et en dcbaq^ant entre ellëa 1.* lea deaoi lettKB b et c* a.* le» deux 
leUre» e et f , 5.* le» pveiaion» P 'etl^, 
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be-d* ' 



(«4) uV'-^'-- b^^- 

iUa p<Mé» dam l'hypothèM admiM» ki «qwliou (t6), (44)* fenraiiMiit Im râleurs 
de ««p. » Cm nIatÎTO» k wt point qoelomipo da Pan de le verge, devieodroat tu- 



Uodii que Ton i 


une , ponr «ne 


eUrànîté lib»/ 
























(58) 


^•^•»« — « 


• ile» 




dm ' 



et pour uoe cxirémilé fixe 

($9) ' «••• = 0. -55 

(60) Ç.„ = o. -^T"" 

Aa re.le. il n'est paa néeeHein de leom à rbypolhèie dont •'egît ponr 'ebleûr 
kt ëqoeUoM (55) , (56) «Tec lei oondîtion» (5?) . (58) . (89) . (60) . et l'on retrouver. 
eoeedifenetforaialM.tiroQrappoMlesTOleurade f. o, X constamment 
,. pendant le mettfenefil de b fttrge ^êè^, eiosi «|ue le» deiu preMioo. exlé- 

Geneeroos h présent que la force aocéléretrice ? derienne constante et const!»n. 
ment parallèle à elle-mônie. AdnwUont en oaire les trois pressions exlérîeare» , 
e'AraaoaisNat. AloKtonean 



(a6) 

Par suho les cijualioas (a5) , (âô) , dooneroot 

(6.) o.JÎ^+^=-£^, 

''■T-Sr-+— =i. 

(65) a.i.^+^=Z. 

Dan« le môme cas , les condilions (50) . (ôg) , (6o) de?ront être remplies pour «ne 
extrémité fixe de la verge élastique. Mais lea conditioBf (34) . (â;) , (&â) , relatiTCi k 
une etlrémilé libre* ^e^rooi .êtn MmpItoéBR par b» fimnain 

Enfin, si l'on suppose que Is force accélératrice f «'évaDoutaie , les équations 
(6s) , (65) deviendront respeclifement 

(67) a*J:h:.^J^, 

m "•T-iïT-+-in-=''' 

La cnnstinle i» , comprise dans la plupart de» formules que nous avons obtenues, 
rcpré»cnto éridcinmeni la vitesse du son duis une verge élastique droite, d'uoo loa- 
gucur iadéfiaic. C'est du moins ce que l'on prouvera sans peine, k l'aide de l'équation 
(67) , «n nisomuiiit comme nous Vmm$ làil k la page 169 én Ht.* Tolome. D*anlra 
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part , si )'on nomme < la dilntation linéaire do la verge élastique mesurée en un point 
quelconque x , / , s suivant une droite parallèle à l'aj^ des a: , il suffira , pour 
déterminer i, de i4di^. ^ana U finmnie (9) de Parliete précédent M'ugl^ « k 

;i^ro, el cUacun dM angle* ^, -/ ^— î en sorte que l'on trouvera 
Donc réquation 

(70 ^=.pu-^ + n. 



qui subsistera , en rerlu de la lormuk ( i <>) , pour chacone des extrémités de l'axe de la 
lecge éleatiqoe, pown a'éorife coume il rail 

(99) ^=pa'«+D. 

Ajoutons que les qaaolitéa â et H» doBi le preniAre eit déterndnée {M^ jto fomate 
(i5). poumat être làdIeiMnt expriméee en leoction dei pream»» P» 9, et dea 
qataxe coefficients a , b , c , d , e , f , u , t , w , u' , v' , w', u*, v', w', ren- 
fermés don* le* équations (5) , (G) de TaHirle pr<^rédenl. En ellet, l'équatloa (17) étant 
le résultat de l'élimiiiati'^in des expressions (la) cnlro le» formules (5) et (10), et le* 
formules (5) se confondant avec les formules (s5) ou (S5) de l'article précédent, c'est- 
à-dire , avec celles que prodnît réihninattoa dw qunméa 

cniN lea^tion» (5) «.(6) et (et) da nd«e asUde, il mI dair qne réquafioii (f j) 
pourra Mte unnédieleiiieBt ibamie par l^einatlea de» einq quanUléi 




entre le» fonnule» (5) . (6) de la page a et le» soiraalie 



(74) iï = — a?,. C=:-..P, i) = o. 2f = o, i? = 0, 

Dana le oaa particulier où les {>res*ioos P, 9 ••éFaDouisseot , la formule <7i)» ré 
duilBft 
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Ml celle que l'on Irpure quaatl oa 4601100 ht çxpreuion» (75) entre Im 

(76) BssO, C = «r, = i?BO, F=so 

et (es équaliou (&) , (6j de l'article précédent. Alors aussi on tire de la formule (7a) 

(77) ^" = 77- 

iloiie^, pour obtenir ie carré de la vitesse du son dans une verge éiostiii}ue qui a pour 
«le l'axe def a» » il laffit d« chercher ce ^ JciimiMiMt k qacttitté A , c ' e i t-A " 
dJr», 1» projection alsâtriqne «or l'axe dea m de la preaiion oa tcnûon p' anp* 
portée par un plan paipendieiilÉiie k cet axe , et h condeasalioa oa dilatation q= t 

mesurée parn!!èlemi"nt an mémo axe, tandis quo les deux autres composantes do la 
pression p' , elle» pressions p*, p'" supportées par des plans perpendiculaires aux 
axes des et s s'éTanouissent ; puis de diviser la quantité A=zpp' p^r la con- 
émiatioa ou iBJaiatioa :f: ■ et par b deMfté g. Cette pvepedtioa aob^tant d'ail' 
lenra » quel qoe soit fue de », peut être remptacde par le théordane tatnnt. 

Tiioaiiw. Un» «MtfiB Uatiêim dfamt islraâ» éPum myt aalSd» AMM^génafttinVjfra 
^ala mim»ilaaUeiUdamMiùu$U9UH»,pmir»bleiiU!» earriinUviltmduion tUuu. 
cUtt verge indéfiniment prolongée ^ il suffît de chercfur ec qtu «U»i»iU»0mt, «n «fi pvbU 

qttelcontitic du corps solide , la dilatation ou condensation linéaire dzt , mesurrr pa- 
raUllement àCaxc de la verge, et la prcsnion ou tension fifipportéc par <in plan 

perpendiculaire à cet axe, tandis que les preisioni ou tentions principales se réduisent 

fftHf à p' , Im dem rnuk/tê è «é», pttk db éivittr la énâia/iêm oa ÊÊmdmunioft 
±t pup la /hcMoi* p' 0 për éÊHêUé 

Le rapport qui existe pour oae verge élastique et reolangolafre* dont taa fiicet laléralM 
aont êoamÎMa à dea preaiioiia eztériewëa ndlea » et deot l'épaiiaeur ou iaa épaiiieara aooi 
tii»-petile»> entre la pression ou tension aupporlée par on plan paipendicalaire k l'axe 

pt la condensalion ou dilatation raesurée «uivnnt cet axe, est ce que nous noronjeron* 
désormais l'élasticité df 1» verge. Cela pc si , il résulte du théorème précédent i|ue , dans 
utio verge élastique, extra i le d'un corps homogène, et indéfiniment prolongée, la vitesse 
de propagation du son est proportkmaelle I la raeioe earrée do Télaitieîté. 

Noos tvruiaerons cet article en tndiquaal quelques applications des formule* qu'il 
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Observons (l'nbord que, si la force accélératrice ^ cl les pressions exlérieurcs P , 
'\! , P &'evuiiouisjcnt, les vaieur« des iaconnaei $at*>Xe«i>> Coi« > (It lcrmia/ïc» & l'aide 
des équalioDs (67), (68) » (69) et des conditions (36) , (âc)}, (60) ou (û4) , (G5) , (66) , 
dépendront uni^meat d« le vSleiw ft, de* trob dinemioBS de le verge élastique , et 
de ton étal înitiel. Donc cet veleon ne dilEÏMNroat pae de eellet qu'on obliendrait «s 
«OBiidéniS IM wrge Ailiqpe exlmile d'un «arp> seBde à^t rélosticité resterait le 
mémo dans tous les sens; et elles seront semblable! [vrvpr la prt^e 565 du III.* volume] 
aux valeurs de , n„ relatives à une Inmc élastique droilc. On doit en conclure que 
les relations trouvées dans te lii.* voinme [pages 370 et suivantes] entre la vitesse a , 
la longueur ou l'épaisMar d'une leme éhatique » et lee ione prodoiU |»er lee Tibration» 
loD^tudinalei on Inaerartale* de eette lame, eontioneroot de «ulMiitor pour une verge 
élastique homogène* lors môme que l'élasticité de cette verge deviendra variable evee 
la direction de son axe. Ainsi , par exemple , si l'on nomme a la longueur do la verge 
éisstiqtre , et JV le plus petit nombre /le vibrulions longitudinales qœ celte ^vergo, 
supposée libre , puisse exiculcr pendant Tanité de tempe, on aura 

(7») iV-^. 

De pini le «omlm^ee^britionv-lrÉiwveiMletviicuMes parla mime verge parallèlement 

k l'axe des r . ou pnrallèIcmeQl h l'axe de» z , sera l'une des valeurs de — four- 
nies par rt^quntion (124) [pagc 870 du 111.» volume] ou par ceîle qu'on en déiluU,, 
quand ou «ubailuo l'épaisseur t à l'épaisseur A. Donc , si ie$ deux ép^i^scurs h 
al i devminent égales , les vflmlieM tvaneverMhu exécutées parallèlement aux axe» 
des y et • praduironi toujowrt Iw même* bom» JI énât importml «le voir ai cette, 
conclusion .qui peut paraître singulière quand on anppcM h verge ettrelle d'ain «0^ 
solide dont rélaslicilé n'e^t pas la même dans tous les sens, serait confirmée par l'obser- 
vation. Ayant consulté, h ce sujet, M. Savorl, j'ai eu fa sali* fiction d'apprendre que des 
expériences qu'il avait entreprises, sans conuallre mes formules, Toviiieot jj>céci«ément 
oondoit au même résultat. 

Ko considiiraot, dans cet article et dans lo prrcf cîpnt, f^ps plaques ou des vercc? 
élastiques extraites de corpa solides qui n'aflraioot pas la même élmiicM en tou» «en» , 
l'ai suppoié que ces plaque» on vefgea étaient nalnvcUement plenci en aatnteilement 
dioitm et donéee d*uiM épeiaaeur conatantab Maia en pourvoit, per de» celeub du m^ne 

genre, établir les équatlous d'équilibre On de noavenmit de plaques ou de verges natu- 
r»>!lf«mei}t courbe» ou frnruî <" pai?';f^ur vnrinbln , el Ton obtiendrait alors des formùlM 
analogues à celles que j'ai données dans les deruien articles da III.* vblam^ 



SUR LES PRESSIONS 01] TENSIONS 

SUPPORTÉES 

EN UN POINT DONNÉ D ON CORPS SOLIDE 

PAR TROIS PLANS PERPBNDIGUULIRilS ^IRE BUX* 



RiplioHoiM U pMÎlioB d'un ooipt wlide fc toon «et teetangnltin» de» j, ** 

Soit O le point qui corrupond «w^ coordonnée» Supposons que pnr le 

point O on mène i .* trois plans parallèle* oux pbiw Oooidonnés , S.* trois aotrot plao*- 
perpendiculairos entre eux. Soient d'ailleurs 

*t » > 7i »^ les anjxlc" formés arec les demi-axes des coodonnées positiTcs par trois autres 
«« > ^> • 7> »>demi-a&cs OL , OM , ON, perpendtculures aux trois derniers plans» 
3) > ?iy 73 4/ et parlants du point O ; 



^' '] les pressions ou t>>nsinn<( supportées au point O ptrletlkceidM nkêinei|>lai»qui 
P* ' } regardent les trois demi-axos OL , OM , ON ; 



. 1 pressions uu tensions 

«1* fi* 



^ * 1^ I ^1 * Iles ongles fnrmt't nr^c 1m deni-axM doi coordouiéo» potitifoi par 1 * 



^« ' f pressions ou te[asions supportées au point O par les plans perpendiculaire* 



P 



ans œ» coonboBés ; 



A,F,B,\ /p' 
F , B , Z) ,Uet pnjKtàon» aigélwtqiiM dei praiiioiit «M tmriof» \ p' 

D, C,) 



^ f 'ïih > ce qoe denennont iti projedioM olfébriqMO do» llMrco» < P> r • 
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( 5. ) 

quand oq prend pnur demi-axes des coordooQécâ positives les Irnis demi-axes OT. , 
OM , ON' On aura, en vertu des formule* (3) de la page iGa du Iroiaième volume. 



(3) 



/>,coal,=sifeMs,4'''cosp, 4- £cos7, , 

P3C08ji3 = FCOSŒ} 4- ^^COSP} -4- i)C0S7) , 



De plus, comme la direction de la force p, ibrmen évidemment arec les demi-axet 
OL t OM , 0/f dei aogles qui «oroiit pour eoiittoa le» trois exproMiona 

m 

«OSlg OMe« H~ CMptOOt^i 4-«0SnM*Yi • 

COaXiCOSOa -1- C0S|iiC0S^» 4* c<>s*>^7> * 

coa>iCOi«ï «I" •4' M*Ys » 



(4) 



On 



(5) 



JUs»Pi(aMÂ«ei>a<ii-f>eoipteo»^4-«M«.ooiY.) , 

^ = />,(cosX.cosa»4-cosf,cos^,4-CMv,coaT») t 

^ =Pt(COSlaCOaas4~COSptCOS^j4~<^*'t'^*7>)* 

^9^,(eOt>*eMtt| 4-WM|taC0tp« 4*«M**MMyO , 

^ = J»,(cOS>«00Sa,4-C0SF*>C0S^, + 00<Vi€0«7,} , 
, £>=;p.(«0»)iaOO««s4~<^i**<^?)+Otl***M«7s) f 



IV.* AKMiB. 
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( 5« ) 

@ =P}{C0t3L)C0Sa} 4* COSfi300S^)4-COSy3CO«7)) . 



Si mnalttiMal oa tobctitiw» dant let équalioos (4) , (5) , (G} , Im valeun de p,c(Ml, . 
p.coaf ( . etc.. * tirées des ëquttien* (i) , (i) » (S) » on obtiendra les six fbrinules 

JU =s JoM*»t +Beos*^i <7cei*7t+ ftDcos^iCesyk ^ ftSeoSf.MSB, + sFcosK»cesP( « 
(7) I <)^l=s^eos•a•^-Blms*p.H-Ccos*y,4•el^»»^eo•7t+eiPcosY.eos«^+9FcosB,c^ 

4- I7(C0Sp,C0S73<f COS^jC<)S7.)-|-£(GOS7,CO»«}tCOt7)CO*«,}-i-F(cO««tCOS^J-i-COSaiC<»^») , 

C = ^cos«}0os«, 4* AcesPi€osp« + Ceos^jCCSYi 

+ l>(oOipieOS7.-|-CO>^(COS7])+£(co»7]OOiB|'fCO«7iCOSa:))-l-F(G08eC}COI^.<fCOâc,OOS^))# 

•f l>(coip,eosY.-+ooi^«eoty.)-f X(cos7f€osB><l<cos7.oos«.}'l>F(oot».«oa^ eosa*oo^i) . 

Ce» six formules foumUseDi le moyen di; calculer les projections algébriques des pres- 
sions p,, p,. Pi, supportées par trois plans perpeadiculaircs entre eui, sur Irois demi- 
ax^s perpendiculaim iT ces ntaiet plans , quand eo Minnatt les projeclioos algébriques 
deè presaîens supporléei par tr<^ pians paraUèlea anx plan* eoordonnds anr les axes de* 
», ^, a. 

Obserrons neore que, lei demtHkies ' ÙL • OM • ON étant perpeDdienlaim rim h 
rentre* on tlan , en tertn de iomnika oonnuea* 

ieas'di 4* eos*«t + cos*«» = 1 > eos^teoSYi + cos^tcosyi + eos^tcesYs s= o f 
cos * p, 4- <x» * + eos*Pi s I » cos7liBosiii 4- ^*f* eos«« 4* eesti eoscj s o , 
C0S*7. 4- COS'Vi -^CO»*yi = 1 , COSaiOOS^i 4- COSOaOOS^ COSaiCOS^i =: 0 . 

■ 

s . •■ I 

Far «nite on tirera des équaliona (4)» (5) , (6) 
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( 33 ) 

(lo) ^cos», ■{•yf^eotett'^Shofiti = p^cos)., = A cosa, -f-Fcosp, -j-fcosy, , 
' eieos^, -j- ^cosp, ^co»pj =r p.coJf», =- Fcosa. 4- ficosp, -t" ^cosy, , 

puif on coQclura dut formulet (lo) , (i i) i (i») 

+^(coip,eo9TifOoap300«y*)+£(«o«p»eo87i4eoi^ie««y3)t^(coip,coa7b4^flo^«o«y,}i 

£ = o|,eM7.C<Ma, 4> 'db C0«7« OOta. 4- C «OtysOMcis 

+^(coS7,COsa3+cos7)COîa,)+£.(co*7jCO»a,+<JOS7,co9aj)+^(co$7,co»a,+co»7,eoï«,), 
F =^eoi«i04M^, 4- ifbcosettCM^. 4- 0^<ta«Mp3 

t£)(eo«atiM»aps+eiM«3C09SO-<'^(^<^300spt+cosBieo«{IO'^^(®<^'****>'P*'f'<^^ 



{'4) 



Ou pourrait au rpste déduire le» équations (lô) cl (i/,) «les équations (7) et (S) à l'aidi- 
d'uu échange opéré entre le systèoio des demi- axes des x , y , * positive» et le »j»lème 
dM aenri-axes OL, OM, Olf; 

Concevons à prcsciit que les pressions ou tensions principales soient précisément celles 
qui «Ht 4té décignées par p, , p» , pi , cl que de ces trois pMnkmt on lenaiom ht 
deux dernière* c'étanADÎMeiil. Od mm 



( 54 ) 



(16) 



(iS) Ji,=àsp,, ^«o, O— ^^o, £s3o; /ae. 

Par suite ies formulos (i3} et (i4) donneront 

Z) alUcOSpiCO»?,, ^ = JliC0S7,C0iat , F = eAiCOf(i|CO«^. . 

Da mdme, si, en «ttr^Hiaiit de* nleiits nolbt à d«ux dec pMiiMHii m towioni priocipatoe 
qni correspondait aa point («*^»«} • on rappoMît In troitlème praMioo ou tODiioo 
priacipale dirigée «ttirant U droite qui fomo ar«6 le» demi-exo» de* coordonnée* poeilifie*» 
non plus les angles «t , pt • 7* * luài» le* angles tt$ f, on Iroavwait, en dési- 
gnant par «Mu cetto pression prisé «vnc lo signe — • on ontle leuion prise «voc le 



(•7) 



A = Jloo*«« , B JLeos*^ , C ss elieo**^ . 

ss aj(,C0*^C0S7 , £ «jWC0*7C0«> » «IWCOSaCOS^. 



D'autre part, si 1 on noiume p ta den&ilu iialurcllc du corpa solide supposé plastique 
et lHHnogëDe« c la dilatation linéairo mesurée an point s^iTant la draîle 

dont il s'agit, et tt h vitaase do propagalioa du «on dan* ime fekge loels^nlaiio in- 
finiment mince qui aurait pour aie celto même droîto» on trooTiera, ODiortn deh fiir^ 
nulo (77) de Tarticlo précédent* 

(18) û-«ii. 

Enfin , si l'on désigne par Ç « « , C les dépiacecneots taiiaimeut petits du point 
{x,y,t) mesurés parallèlement aux axes coordonnés , on aura [voyez la formule 9 de 
la page 3] , 



tf£ ^9 rft 

4» <fr ' rfs ' 



+ + + + co»7CO$« + ^_ + _j ço8«cos?; 



{luis 00 conclura de« équations (17) et (18) combinées «toc les tonoule* (&) ei (6) do la 

page 8 
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«•Il 



{ 55 ) 

«a 

Ceb posé , réiiminatioo 4«* qoaoUt^ 

A»' rf/ ' rf. • di'^dj' d^'^dT' 4^'^d^' 
•om les étpalîom (19)* (m) et (ti) produini éndaoiim«al uie autie éqmlion de h fonae 

(«5) — i— = ;;jlcos^a+0cos^^+Ccos^7+sjE[|cos*^cos*7+s(Ccoi*7Cos*a+a^cos*acos*^ 

4-atl'co»*^cot7+s))'cosacw*^co«7+stO'coiacos^^ 

•4- t|l,'coiPeM*7+ •tl'(Ooi«oo»'74>ftlDrce«ti6OiPeo0*Y» 

a* 0 . € . jD . € . J^. U . D . tu . U ' D'. H) . M'. H'. tD* désignant (le nou- 
velle* coostaote» qui seront exprimées à Taide des quinze coeilicienU a , h , c . d , c , 
f , u , V , w . u', w', u', v', w'. L'<^uatioa (sd) fait voir comment U viiesM 
de propagation dn too, dam me retge rectangulaire inBaioMiit miaoe, extrdlB d'en 
ewps élesliqiM, nvie avec le» ao^ea •( pt n qui détenntneiit la direclioii que pre- 
nait daaa «a oiftaM ooipa l*aie de la wf/»» 

Cenoerons maintenaat qn'l partir dn poini («»y*t) on porte, «nr la droite qui ibraie 
le* deini-aiei det eoordonnéet poritîvei let aii|||«a a, Pt 7 » une longnenr deitt le 
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esné représente l« produit , et démgnQM pir »-4-x, ^+7* * + * ^ 

coordonnée! de Teslrémilé de oette loDgaear. On eoni 

(«4) ^ = _Z^ = _L_=:±p^u', ' 

.coi« oosp C0«7 
et ToD tirera de la fonnnle (eS) 

(•5) a»* + «y* + €»* + « JDr«* + •€«•»■ + • âx*r 

4- «nuy « + Uzx + ti)xy) + » y («' yx 4- tT» + Ul'»y ) 4- «' (U' y» + tl'zx 4- W^i) = » • 

CelCw dernit^rc équation appartient à une surface Hu 4.* «Icgre qui a pour centre !c point 
{x,j,tj ; et , comme le rajfoo vecteur mené du ce centre h un point de la surface e«t 
d'aatent plus grand '[uc la TÎtesM a est plus petite , on peut affimer que la Tilene 
a acquiert une nlmt nûmuuun quand ce rayon facteur devient un nuuMmmt et une. 
valeur fttaxtm um qnind ce rayon vecteur devient un nUnimum. Dans Tun et l'autre cet, 
les coordonnées x, j, m de l'extrémité dn rajon vecteur vérifient la formule 



(•«) 



»x ' ' ' ' ax ' - ^ / 



Donc par tuilej lengiie ta vitesse ft devieodrii un maiininm ov un minimum , on 
aura 

!3loos*s + </cos*^ 4- Ccoe*7 4*ll6oapeosv +|9<^YC0sa 4> tQeoaaoos^ 

h-^(tiieos'«4-nrcos«p4-arcoi-T) 4";^(t)cof«4-rcos'p4-îr«««v) 

1= Jcoi*» 4^ 0cos*P 4~ JDcos'y 4~ U'oo*PQo»f 4- O'cosfcoso 4- lO'cosacosp 
(«7) (+ ■^•CM<^<»*« + + W'cos'r) 4-^. (a)co«'a4.lD'co»»f 4- IU'coi't) 
=,^cos*ft 4- Skof *| 4-:C<(0s*Y + ll'eM^.ceav 4* H'cosycnsa 4* ||l'«oi«cae^ 
+-:Êf- (l>co.'«4-ir«os'P +rcos'7) 4--^ (|lcoe-«4-r«»*P 4- rcee'r) 
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(37) 

Si le corps solide que l'on con»idcrc oÛVc irui» axes d'élasltcUé roclanguiairet eatra 
entre eux cl parallàlM «nx azet det m, y ^ les neuf ooftfliei»Qt« 

U, T, W, U', W'. «*, W* 

•'évanooiroot; el le* fonnule* (ao) , réduUee auxauiraotea 



(s8) 



doDDeront 



f[5 _ (l>0-d*)eos'«-f-(de-cf)co»«p.f(fd-be)cos»Y 

rf* alioo4d*-be>-cC*f94ef ' 

— = pû'* («^e - cQ co» • g+ (ca - e ')cos ' p -f (ef - ad )cos ' y 
<r ibe-id*-lM*-€r*4>«ier * 

— = • (f'^ - fa^J<=o» * (ef - adjcos 'P + (ab - f »)<wg *y 
A < ' / •be-ad>-lie*-er*<i>M ' 



landlt que 1*od lirara dès formolea (ai)' 



(90) 



di «(y 



^ -I- ^< _ eMTW 



Pbr anile l'éqnalieii (aS) défi 

75r=3co»*«+iooi*p+<coa«7+aJ5cot'p€ei^+tg««i»^coa««+ 
learaleiindo A» C* C« J dUmt reapeeUraneat 
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(Si) 



\ € = 



(58) 



•bo 


.ad* 


-be*«>er*+ader 






ci-e* 


abc 


-ad» 


-be*->tr*-fadar 

ab-f» 


abo 


-ad* 


•r-ad 


■Én 


-id* 


-ba*-ef*4-adaf 

fd-bfl 




«ad* 


-be**cr*-l>«dflr 

de - cf 



ai>o-ed*-be*-cf*tader af 



«t Im diveiMa f denn d u prodoil o vT* •vmbi pour 
BMiid» àa poiDi 9) à b inrlbcd mpvénnlée par réqmtioB 

(S4) a»*+07* + C** + aJDy*»'4-ae»V + i^»'3r\= i. 

iUors amii, eo désignant par a' , of , a"* et par a,» fl«f At ta raleora d^ o 
coneapondantea à des verges 4oatIe$ aies seraientparallèles «nxaieieoordoDiiéi, ou di> 
vîsenioDt les angles feniids par ces deniers aies en petties dgaks, «a irotiTerait 1.* 



(Si) 



<~)tt7=r(— +»)'-H7=iK— +«)'û?-=*ân— 



A t'aida des équations (95) el (56), on pent ftnr les valeurs des eoefllcients SI • 0 * 
< t D • < » IoMqa*ott a ddddl de respérience celles des vHeises a', a*. , 
A,,Oi»%. AjeMletts ^> si IW pose 



ces«3seosPs00S7aBd: , 



la formule (5i) donnera 
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(39) 



et par oofis^uent 

Tdle «st !• relation qui «râle entre lei fitesses a'/o'» of^ * fit * o» f » cl la 
f itesM a rehtive à one veine dont Taxe forme Iroia anglea épm avec lea trois «tes 
des «» j'et <» 

Si l*on aappoce les molécules du corpa élastique primitivement distribuées de la mC-me 
manière par rapport aux Iroia plana menés par l'une d'entre elle» et parall^es aux plana 
coordonnés , on aura 

(39) «ssbso» d = e = fi 

et ré<ittation (3i) , combinée avec la formule connue 

I 

00S*«4*^'P+<M*7=l» 

dounere 

(4i) .^l^=:g^(coB^« + coa^^ Hh coa^y) <4- a^(oos*^oo»>Y 4t coa*rGoa*a •4- cos'ccos*^) 

/ + C2i -~ «^46Mi«4^C0si^ -f C08«7) . 

Alors aussi , «d comparaot la première des formules (2) et la dernière dos formules (3) 
de la page t à li première des formule» (58) et à la dernière des fimnoles (S9) de la 
page 199 du troisième volume dea Exercices* on trouvera 

(4aj a=pit, fs=^J|, 

ét par suite on tirera dea équations (4o) 



( 4o ) 

Enlia, si l'élasticité du corps ««i la même dans tous les sens , la coadiiioD (45) de ta 
page aoi du trois^me Tolnm, mtoît, 

(44) Z.'a=5JI. 
sera remplie, et les formules (45) doimeroiit 

Gflla poié, i'équUoii (4i) poomi ftre rédaîte k 
ou, ce qui rerient an m4me, à 

Geite dmniin fiiiiiiiil««i^oidei comme «b ievail ê*j atleiMlre, avec l'équation (53) do 
la pa^ $65 da Ironiène rokune dea 
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SUR LA RELATION QUI EXISTE 



ENTllE LES PRESSIONS OU ÏEASIONS 

SUPP0ATÉE8 PAS DEUX PLAK8 QUELCONQUES £i\ UN POIKT DOÎi^t O'kN CORPS SOLIDE. 



Jiùo» afoot prouTé* dam le Mcond Tolarae des Exerciow £p«ge 48] que, si par un 
point donné d'an corps solide on mène deux axas qiri te ooupent k angles droits , la pro- 
jection sur le premier axe de la pression ou tension supportée par «n plan p«rpcndicu- 
1 jii c au-secon^l sera équivalente à la projcclion sur co «econd axe do la pression ou tension 
ïuppurlcu par un plan perpendiculaire au premier. Nous allons maintcnaal faire voir que 
la méico proposition l'&eod an cas ob le» deox aset forment entre «mt un angle quel' 
conque. Efiectivement raient OL » OM daux aies ou piutAt deux demi-axes menés 
arbitrairement par un point donné d'un eorpi ralidc* Bapportana d'atllcars loua lea points 
du corps à trois axas rectangulaires des 9, jr» »i «t nommons 

««I Pi » 7» ; «» » P» » Y» 

les ao^es formés par les demi'axes OL , OM aree ceux des coerdonnéos positives. 
Soient anlm 

p. , p, les pressions on tensions supportées au point 0 * et du cAlé des demi^axes 
OL , OM , par des plans perpendicola ires è ces demî'axes , 

* fti t *i • I 1m angles formés avec lea demi-axes des coordonnées positives par les | p. , 
1^ • * H • I pressions on tenuons | p, $ 

w, Taogle farmé-par la direction de la ibroa p, arec le demî-axe OM , 
wt Pen^e formé par la direction de la force p* avec le deml<axe OL , 

A , F , £ , j lus projections aijjébriqucs dus pressions ou tensions supportées au point 
P t B , D t\Ot et du edté des coordonnées positives, par trois perpendiculaires aux 
D f C« ) axes des s, s. 

On trouvera 
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(4») 

(i) I ;7iCoSj«i = Fcosa, 4-£cos^,4-^co97i f 

«t par suite 
(5J ( 

V 



+i)(c«p,co«r.+«oi^,eiMyi)4'£(4WiyiOO««i4««et^€eMtH-f(MM^ 



Cela posé, codccvods que 1 on vieooe à écbauger entre eux les demi-axes OL , OM - 
En T«rta 4e cel échoogo, le premier membre de réqaalioa (5) se tramformen dans le 
prodtnt p,cof V, , tandb i]ae le aecond taemiiiK restera inmiable. On aum eo con- 
séquenoe 

(4) p, CM*. = p,€09 V. . 

Or lus produits p.cosw, , p,cos»-, représenteront, an signe près, les projections de- 
là force p, sur la droite OM , et do la force f), sur la droite OL^ On pourra 
donc énoncer la proposition sutvaale. 

Tiii <nn UE. SI par un point donné <Cun corps solide on mène deux axes qui forment 
entre eux un anp^lc quelconque, ta projection sur le premier axe de la pression ou ten- 
sion supportée par un pian perpendiculaire au second sera iquivaUnu à la pn^eetùm 
sur «» tMûnd 4KM dë kt f»êtrio» w Mnmm n^tportéaptw un plan perptH4itmi»ir« tut 

U est bon d'observer qne de ce ihéorlmo» oa de Téquatloa (3) qui le reofane» on 
peut imnédiatement déduire las formidea (7), (8) » (10), (u), (ii)» (i5) el (i4) de 
l'article précédent. 
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SOR LES VlBKATlONb LONGITUDINALES 

D'UNE VBAGB CYLINDRIQUE OU PBISMATIQJJB A' BA9B QUELCONQUE. 



Comidéroot mie verge élastique qoi se confonde , d«a« Tétat nalurel , avec un prisme 
00 un ^lindre droit, dont laliaxe, reofermée daos un contour de forme arbitraire » offre 
des dimensions très^petiles. Rapportons tous les pobls de l'espace à trois axes rectangu> 
lairesdcs tu , y , s, en prenont pour axe des as une droite comprise dans l'épaisseur 
de la vergf et pnr i!!(>lc nux nrètcs du prisme ou niix gtWicrafricPS du cylindre dont il s'agil. 
Supposom d aiiicurs la vcqje 80umi«o à uuc pression exlL i icurc, mais cuostanle, dé»i- 
goéepar Pi et soient, pei^nt le moaToinent'dpia verge . 

(i) A» F, Bt B, Di B»,D, C 

le» projections algébriques dos pressions ou Icusions que les plaus^ menés par le point 
ix,y,2) parallèlcmcDl aux plans des y, ^, des. s, x et des x,y, supporlcuL du 
cAté daa coordonnées positives. Soient enGn Q ^ B deux pointa correspondants 1 la , 
«énie atseisBe » , bt situés Pun sur f ««e des ai , TautiV avr la surtiee latérale de 
la verge élastique. Si l'on nomme a , ^ , y les angles formés par la normale k cette 
surikoe avec les demi-ates des coordonnées positivei , on aura 

(i) oosas=o, cos*p-i- COS'y — I , 

et par suite 

(3) cos7 = zt si»}} ; 

puis , en faisant coïncider le point («a,/, s) atec^e point B, on tirera dos formules 

(4) do la page Sa^ du trmiième Tolame 

(4) 

(fi4"^)coaP4-X>cosy = o, Z)cosp + (C-i-P}coa7 = o. 

Uyapinateooimelestaleufede A» B, Ç» D, F neTarientpaaaensiblement 
loEai|a*on déplace le point {«tj**) d*une quantité tria-peiiie , les formules (4) leron 
encore k lrè>'pea près exacles , si Ton subaittue an point B le point Q, Ajoutom 
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(44.) 

qoe ceue cûncluMon rwlerm mia . quelle que toit la pétition du point S sur le con- 
tour de la seciion faite dani la Terge p«r un plan perpendieulaÎM à l*axe dei ai el oot- 

respondanl à J'absckîc x. Donc, si ce contour présente une courbe coottnue» et 
dans laquelle la direction d.; la normale varie d'un point à un autre pur degria lufeR. 
siLles, on pourra coo«dérer les formules (4) comme devant Être vérifiées , pour un point 
Q choiii arhimipaniant wr l'axe dea x , quel que l'angle -, , ou. ce qui r.vicnt 
au m6BM, quel que colt le rapport de coi^ «»y . On aura donc alors , pour tous 
les pointa de la fei|;e litués aor Taxe dea w , 



(5) 



B + P^ù, i)«o, i7+P = o, 
et par conaéqnent 

Il est d'ailleurs facile do s'assurer a posUriori que les valeurs de B , C, JD , B t F, 
fournies par ief équation* (6) » rérilient lea Ibrmuies (4) , quala que soient lea angles ^ 
ot 7. 

Si le contour de la section faite dans la verge par un plan perpendiculaire k Taxe dot 

X offrait un polygone recliiignc ou curviligne , nlor^i aux diverses positions, que pour- 
rail prendre le point R , correspondralenl au jnyins deux valeurs dUTéreatos du rapport 

; à oix il est aîté de conclure que lea formule» (4) entraîneraient toujour» lea lot- 
mules (6). 

~ Soient maintenant f la force accélératrice appliquée au polul (ar,/,«) , ( le 
déplacement de ce point dans lu sens des x positives, X la projection algébri- 
que» de la force ? sur l'axe des abscisses , v\ ^ la dtnisité naturelle de la verge 
élastique. Qo aura [vojez les formules {2Ô) cl (28) de la page 166 du liroisième volume] 

rf^ rfF rf-f 

D'ailleurs, quand on réduira les deux coordonnées y el z h aéro, les valeurs de B , 
C , 0 , E , F seroiii celles que déterminent les formules (6). Doue alors l'équation 
(7) donnera 

De plus, comme les formules (i>) coïncident avec les tormules (74J de la page 17» 
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( 45 ) 

quand on suppose dans ers dernièrcg tp = /*, les équations (5) , (6) de la pa'^p « , 
réunies aux formules (6) de la page 44 , fonrnironl une valeur de A semblublcà celle 
que nous aTon« précédeiuiuent olitcoue [page 27] , eu >orle qu'on aura encore 

(9) ^=P"*^ + «- 

Seaiement on devra remplacer par P dans la seconde de^ formules (là) et (16) 
de la page 19* k l'aide desquelles on pourra toujoun détenuiiitr tel deux coefBoiaala 
a et Q. Cela poié, on troorarap pour tout les poiata de l« verge ntada sur l'ase des 

X. 



i K - <''l^ . V ''•S 



Ajoutons que, û la verge est terminée par deux plans perpendiculaires à l'axe des x 
et dont chacun supporte une pression extérieure P diflérenle de on aura, pour 
les deux eilrëimtjs de celle verge, supposées libres, 

(II) 

eu , ce qai revienl au mine, 

M «._+-_£=.. 

Au contraire , si lune des oxtfémités deneotfise, il &adl«, pour cette eitrteiité, rem< 
idacer la condition (la) par la suivante 

' 1=0. 

Dans le cas particulier où la force accélératrice 7 et les plOUioill Wlérieures 
s'évanouissent, l'équation (10) se réduit simplement i 

04) '"7r-=-5r. 
et la conditioii (te) h 

L*4qiiation (10) oa (14) téonie tus coA^ioils , (i5) ou (i5) , suiBl évidenuMUrt 
pont détarmlner le d4placoin«nl { d'un polol qoeleooqae de ta vwge élastique daos 
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( 46 ) 

le sens rnb«cis?!e x , cl par conséquent les vibrations longitudinales de celte 
verge. Or ces ét|ualion8 el coo'litions sont absolumcul iadépendaates de la forme de la 
MctioB fake la TUge élastitjue par uu plua perpeadlcolaifo -à fam én 0, et 
enlièrement semblables aux formules qui détormioeDl tes vibrations longîtadinales d'une 
▼erge rectaogulaire , cV.M-à-dirc , aux formulos (25) , (G7), (34)' (^4)> des fMges 
SO» si> 3 2 et 2G. Donc les vibrations longitudinales d'une verge prismatique ou cylin- 
drique à base quelconque seront les mêmes que celles d'une ver"- rectangulaire. Ainsi, 
en désignant par a la longueur d'une verge prisuialique ou cylindrique, et par .'V 
le plus petit nombre de vibrations longitudinales que cette vergo , supposée libre , puisse 
exécuter pendant ronlté de temps, on anra toujours [royes la fennule {7ft) de la page aij] 

(16) /y.= — . 

De. plus« «pielle que soit la forme de la section transfwsale, a repiésenleia la vi- 
tesse de propagation du ton dans la veife indéfiniment prolongée » et fa* le rapport 
qui existe entre la pression A sif pportée par ia section transversale et la dilatation 

longitndinale' '7- • dans le cas oh les pressions extérieures s'évauooîssent. Dodo* «1 

prenant ce rapport pour mesure de Télasticité do la verge , ou jiourra encore affirmer 
que la vitesse «U propagation dn son dans la verge est propertîoAnelltfàla racbeetrrée 
de son ébsticité. 

Les résultats que nous venons d*expoMr subsistent, de quelque manière qne rdlMlidlé 
do corps , d*où on suppose la verge extraite , varie quand on passe d'une direction h une 
antre. IIs' coïncident d'ailleurs avec ceux que M. "Poisson a obtenus, en con^idi^rant onc 
verge extraite d'un rnr|)« «oliflr dont l'élasticité reste la même en tous sens. Seulement, 
dans ce cas parliculier , l< c cilicicQt a devieut indépendant de la direction que fté^ 
sentait , avant l'extraciiou , 1 axe de la verge élastique^ 
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SUR LA TORSION ET LES VIBRATIONS TOURNANTES 

D'UNE YERGE KEGTANGULAIRE. 



CooiidéroM, c<niiiD« d-deitas [page i5], um Teige rectangolaire qui, duu Tétai 
natnrd, ail pour aie Vm de» pour dstuilé la oonstanUt f , et ponr aeelion 
inniferwle an rectaD^e dent le» «fttdt vh, edflDt roepeetiremaal parallèles 

'Ut nxn< »îos Y p( s. Supposons d*ailleur9 que, celle verge venant & se mouvoir, on 
dûsignc, au bout du temps par x^y, s les coordonnées de l'un de ses points , 
par X, Y,Z les projections algébriques de la force accélératrice appliquée au poiut 
{^,yt')> et par At P§ B\ F, B , D t E , D, C les projections algébriques d«i 
preMieos que «upportenl an mtaie point » du cAlé des MOtdomdea poriliTea , trois plan» 
perpendiculaires aux axes des x , y , z. Soient enoote x— — q,: — ; les 
coordonnées initiales du point [x,y,s) , et conceroDS que les faces latérales de lu 
verge, primitivement paraili^Ies aux plans dos x , y et des x , z , soient soumiges 
aux pressions extérieures et constantes P > Enfin désignons par 

t ••»• » 

les valeurs de« déplacements %, ». Ç , relative» au point qui , étant situé sur Taie de. 
la verge , correspond à l'abscisse x ; et posons généralement 

Si l'on prend x , y , z pour variable» indépendante», le» formules (8) cl ^9) de la 
pAge 33 1 du troisième volume, savoir, 

IV,* AimiB. «7 
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(48) 

{5) fi = o. D=ïu, €^—P 

»uLjii»t«rotU , ie.s trois première;» pour un |)oiol quelcoiiquo du la verge en mouveoMal , 
le$ IroU daniière* pour r'sa-»«j r'-^i, Imdis que tVm aun» pour* r = — A «i 
pour r s A » 

(4) F=o, iî=— a\ /)=o. 

Quant aux pressions A,B,C,D,B,F, ctlet seront détflrmtaém par les for- 
mules (i i) ot (i'.') de la prtfîc ô, si la vfrj^R c'I.i>liqiic <"st extraite 4'un corps «^oli<lf qui 
oÛVe lr<us nxcs rl'c'Lislicilc parulli k-s aux axes c'HiriJoniu's , rl dritî< le c»i* coolraire par 
les ftirmules (5), (6) <iv ia page u. De plus, on piuuvt^a, par ilcâ raisonneiucoU semblable» 
It ceux dont nous avoni fiûl iMOgo i la pnge 'j'|8 du troiiièmo folume , que, li l'oa *«ai 
l»Mndre pour ?arublea indépeadantet r el à la place des deux coordonnée! y > s« 
il raflira d'écrire partout r nu lieu de y, et r' nu lieu de 8« dans los foruiuUt» 
dont it s'agit lI dan» ie« équaliona (a). On aura donc alors, pour tous ie« point* d» la 
vorge élastique, 

*r rfr rfr' t***^— ? * 
Ajoutons que , pour tout point aitoé Mr fam de la verge , on awa ôvideinnient 

«I par «oite 

r=:o, r' = o. 

CoU posi, li Ton développe le& quantités 

Ç.n.î, X,Y,Z, A,H,C, D,E,F, 

coiiMdërée* comme fonctioat de a , r, r' et i , autranl lec pnÎMancec asceiidaaitea 
de r , r' , et si l'on joint en conséquence à la formule 




Digitized by Gopgle 



(49) 

toutes cclks qa'on en lire qimrul nn Y remplnce In h'Xlre | par l'uno det leUrei n, 
J[ , Y , Z , A , B , C , D , K , F, on déduira sans peine des équaiiona (5) . 
réuni*'» atix conditions (5) cl (/i' , relier qui serviront à déterminer, pendant le moiive- 
œenl de la verge éla*tiquc. lc> valeurs des fooclios» 

c'esl-à-diro , 1rs dé|>lacea)enl!» d'un |>oiol de l'axe mesurés dans le sens dv.» cnordonuéus 
X , jr, Kn o|>éranl dn celtft manière • on le troOTera immédia icmcat ramcoâ aux 
formuios (sS), («6} et (44) à& pages ao «t a3. De ploc » loraqu'oo eotinaJlra les rakurs 
des fonctions Un » *«m » > <>a pourra fixer les valeurs eorrespon,dante« de 

k l'aide des formules («3) et (4a) des poges ao et «a « el la valeur approchée de ( à 
raide de Téquation 

Qnantain valeurs approchées des déplacemenls »• C« qoeronpevtoensîdéreroomme 
devant éire fouroios par les d<|ualions 

(8J «==>»»,., + ni,»»* 4" »»«,«»•'» Ç = Ç«,o-4"5«»«'' + C«ji»"', 

^les dépendront non Ksulemrnt des qnanlitéi , Cé« • » » mab encore des 
deoK suivantes 

(9) *a*l» Cl»** 

Il est iuiixHliini d'observer que , . les pressions P, étant aullcs , la verge élas- 
tique se meut lic uiunière que chaque point (iu son <ikc demeure immobile, les trois fonctions 

Cato * a«f« t Caia 

»*év:iriinjii >'ni , ;uiisi que Ics valeurs de , »t,, , , déterminées par les iur- 
mulcs (/â) i'A i^tfi) des pages 20 et 22. Alors les vibrations do b verge scrout du genre 
de celles que Ton nomme toarttantesi et la valeur approchée de Z «vrj nstlle» tandis 
que les vilMffa approchées de « . C , réduites h 

(l'>) « = »„,r', < — Cl»*''» 

d^ndroot des quantités («j). Il y n |»l<!s . si l*on désigne généreletnenl par. » le 
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MTou vccicur mené, au bout du temps t, du point (a;,»,,»,?,,,) au point (x,y.z). 
et par » l'aojjle <jue forme ce rayon mteur avec le demi -axe de« y positives, ou 
aura 

(»»} J' — no»o=ïr=svcosw, » — |;«„=r's=i.siav ; 

tandis qu'eo noDDMttl v^i I* perpendicnhira ]irlDiitîr«inral abainée Aa point 
( r — ç , ^ —- « , r — ç) sur l'axe de h Jëfg6, et w — ^ l'tm des «ngiea fbnnét jiar 
cette perpendiculaire avec l'axe dea y , on ttOVTera 

D'aUleu» oa Itrert des formote» (8) , (ii) et (is). condunéet entre êllea , 



(1$) 



j ^ 1 — -^J •ÎD (» — 4) = coa w + (i — c„)mo w : 



puis, on en conclura, en considcranl ics quanlilés —, m comme iaiioiuieal petites 
du premier ordre, et négligeant le« tcrmea du second ordre. 



(»4) 



I 

— «in* + 4ooa» = CiMCoa» + ûa« s 



oa» ce qoi reTÎeni au mêaiej 

7~ ; h ; C0«»»+ 1 MD»», 

^ ^^^^ 

Dodo ■ lorsque la fiMictioii Un et par anite lea quanlitéi n$H*^M «'AMnoairont^ 
on enn aimplemeni 

(i8) — = Moay, 4iga 1 4. cosa*. 
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( ) 

Ëoiia, $i i a'éTaQouit» les équatioas (i6) doaoeroat 



•I 

(•8) f= 

a 

D auLre part, il csl facile de rccounaitre que, dans le» direwcs formules qui précèdcut, 

^ el ^ représentent à très -peu près la dilatalioo linéaire mcsuri;c suivant lo rayon 

( , et l'angle de torsion de la vcrgu élastique niUf^ur du point situé sur Taxe des x k 
la distance x de l'origine. Donc, pour évaluer cet angle, ainsi que pour découvrir 
les lois des vibratioas tournantes , il est nécessaire de lixer les valeurs des quantités , 
(„. que fugUsnoMit 1«« foimales (lo) et (i8). Tel «tl l'ojel doal Hou alfont nous oc- 
cuper* 

GontiiUroM d'diord le cas oii Ton suppoie la Terge éUctique extraite d'un corps solide 
fdt offre troia eiea d'itlMtioité rectengulaîre» et parallèle! aux axea de» « , 7 , > . Dani 
ce ca» partîeiitierk tm tirera des formales (11) el (la) de la page 3 , en y remplaçant 

jr, z par r, r' , et en développant,les quantités Ç, n, t, , A,D, C, D, E, F 
suivant le« puUaancea aaceiidantes de r, r\ à l'aide d'éqoatioos «emblables à Téqua- 
Uoii(6), 



(>9) 



(M) 



^..,=a^ + f«;„+eï,„. S...»f !!%i+b,„.+d«.„, <?„.=e%l+d^„.*cC„. 

dx dm dx 

i^.M=«^+ft...+««.,.. ir,n=f'^+l».».+d;,.., ^•«=e^+d»».„+«ç.„. 



etc..... 
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(5«) 

Dopc alors, parmi le» foncliooi 

!(>!« trois »iiivaolc« 

Kront cdks qui dépendront des qaantîléi 

D'aiileiin, <i Too développe, tairant h» pnînaiioet eiceodaBtai de r» r\ lot deux 
membret de cbaeaao des formales (3) et (4) , en olnerrtnt que lea fomnlei (4) wUm- 
teii t pour r » db & , et ies Ibnnale» (S) poor r' s ds » ^ on trouTwa i . quel que 

l>.».4-i>.«r'+i>.». ^ + ... + (j>,..+/>.,.»-'+I>,„ Ç + ...) + ete. = o . 



(««) 



et 



f + F.»r' + + (/=•!.. + F,.,r' + ) + «te. o . 

+ «...r' + + 4- (Oj., + Dj.w ~|- ) H-ele. »e î 

a.% quel que toit T, 



6 
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(53) ' 
+ ff,„r4- J?„, + — [Eo„ 4- Jl^n„r 4- A... — -f. ... 4- etc. =5 u , 

^>..«H-/>...» -hi?.,, h — 4 — U^,„4-^i.«»* + ^»». 1-.'. 4-eic. ~o , 



et 

/ 



»9) 



^.M 4- r 4- 4- ^ 4- ^xtiT 4- ) 4- etc. =r o . 

^o,.4-i>...»'4- 4-^(/^«»4-i>..j»'4- )4.»tc.=xo, 

^î"... 4- 4- 4.^ 4. <7,.,r 4- ) 4. elc = 0 . 

Donc par *uUe , en regardant les épaisteon , si comme des r,unnlilé« très-petites 
du premier ordre, él nt'gligmnt, dans les rormalM (ï6), (a;), (28), («9), !«• lerttW dtt 
qualriètue ordre, oa aura aou-acuietueut 



tî.) 



(h) 



9 3 2 

/ A* /i» /j' 

''•M 4*— ^•M"^» ^♦.1 4"^ o» 4" •'^M» =* 0 » 

I* /* js 



(«4) 

et 

($4) -^-^But =so , -h^C.a^os 

puù on tirera de* ^quationB (So) el (55) 

(55) i)...«^4^1>„.=_£.I>„.^ ^O^' 

On aura doue, aux qaaalilia pria du qoatriàoiA ordre. 

(36) Z)o,o=e, 
ou, ce (|oi revient au même, 

(5?) «•,â4"Câi.=!e; 
pub, en poMBt oennie cMeHiu 

en en conclura 




I! reste à former deux équitiorm qui soient propres à déterminer les Tnîrurs iJc^ di-iu 
incoQDUGs 'j' cl , ou, ca qui rerient au même, les voleurs de» deux fonctions 
i^oti- Or ou a déjà, eo vertu des formules (5i) et (Sa) , 

A* , _ *' , 

9 a 

De plus , si Ton déreloppe, suiva&t Um pnkiMMoi Momianiai de r, r' !«• prenien 
et Hwondt membrea de» é^lioiiâ (6) # on ai tiren 
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( 49 ) 

et. ea ëliiniaaol Btn . C,,. ealrc ce» deroièrcs , après y avoir «uUlilué les valeurs 

de 

dédailet des fonnulet (54) , (SS) et (4o) , on ttoann 

(^^) T "Si y — ■*"H^*"+TM'^'V'3r-+T^iF~j * 



2« , 



BofiR» ai 1*0D néglige les tormca du 4«* P*' npport aux épaisseurs 3 A ci 
I.* dan* réi|aalion (46) multipliée par A'i» , a.» dans celle que produit réUmioation 
de 1>„. «nl«hifecmulca(4«)el(47).on«lïaend»lead«oxiui»aiit«t 



(48) A»£.„ + 



Ua é^oatieoa (48) el (A9) . élnnt réaniei «d» foraivlea (38) rt (59), fimmironi évidein- 
menl inmoTW de d«t«mÛMr,aTM In fonction de as désignée par , l'nngle ^. 
ctparcoméqnenllMinMDDMa n^. p Bo effei on tirera des formules (58) . (39) 

ei (48) 

(5o) — — + 

-77- — — r* h* * 



(5«) 



4»iJ„.— i»F.„=sfc't»^-j; j^J F^f 3?" 

T* f 



Donc l'équaUoQ (49) pourra être rédoitn k 
IV.* ANnin. 
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(60) 

T ^^-1^"*;^ "Â^* 

ou , ço qui rof ieai au même , k 

(04) _ _ + p ^_ __J = p ^_ + -_j _ . 

e f 

Ajoutons (] u \i prè» avoir fixé la valeur de ^ k l'aide de l'équlion ($4) « «i conelora de» 
fomules (S9) el (48) 

_ _ T 
T+T 

CoDcovoDs à présent que la vwga éfasti^œ foit extraite d'au corpi lelide qui ce^sc 

«l'oflfrir troî» ûxcs d'élasticilu reclon<ïuIarrcs cl parnlIMcs aux axes des x , y , t. En 
roisonnaixt comme ci-dessus, oa établira eucore les é(]aatiou$ (50), (48) , ('^9). Seule- 
ment les valeurs de > Ettn » ^^tt seront plus fournies par les équations (s4} 
et (s5), auxquelles on devra substituer de nouvelles formules que nous allons indiquer. 

Si , dans les équations (5o) , et don? cc!!os dos crjuailous (5i) , (5s) qui nf rcnformcnt 
pns les fonclioits ^,,0. ^^o.. , on iiépiigo le* termes proportionnels au carre de k 
ou do t , ou ub tiendra non-seulement la formule (56) , mais encore les suivantes 

(06) ^.., = — C,^:=^P, £,».=o, F„.'=o; 

à 

(57) A,„=0, Cm—O, Dm^I», £a», = OJ 

(58) ^..« = 0, C?*M»o. il.»sso. F,M = o. 

De plus , si , après avoir remplacé , dans les formules (5) , (6) de la page 2 , les variables 
j, z par r,r', on y développe les quantités ^ , n , i , A , £ , t , D , E , F 
•vivant l«i puissances aicendanlei de r et r', 90 en conelora 
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( 5, ) 

Cda poié, adiselioiu ^oe l'oa fubiUlue lei valeur* de« foocUoM 

iir.'^\4 des roroiulcj (.Sq) dans cinq équaiions (36) et (&6). Oa jpoam de cc* cbq 
équation* déduire lea valeur» do« cioi| ^aanliléa 

eiff iméfli eo fonction de 

(64) P et ie. 

En opéreni de «etle manière, oa retronren ndeesatiremenl lot fomules (s3) ci (43) 
dei pigea eo et ee, «tToir» 

(M) «.,.+ ^=kJ^4.„S 

Il', 11** n, , n, étant dea fonctions Uaèairci de P et do détermiaéea par des 
équetiona aambleblei ens fomule» (i 1) de la page (su) ; et . pour fixer eniuite le viieur 
de 

il «uûira de combiner les ëqualiona (65) . (66) avec l'éqaation (36) piisentée aoua la 

forme 

(67) »^+«'>».-+ii'ç.».+d(^,+ç,.,)+w(^+«„.) ♦v'(i^+ç...)==o, 

en sorte qu'on aura 



d djs 

«'n*+ii'n,+T'n'+ir'n« 



L'tiquation (CS) o«t celle qui , d.)ns riijpolhèse adooîtc , devra remplacer lo système des 
formules (a4) et (56). D'autre part, si, aprèa avoir substitué les valeurs de 
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(C9) 



(53) 



tirées des équalions (6i>) , dan* les fonnules (5;) , on déduit de ces formulM l«s valeurs 



de 

ir») 



pour les substitoerk leur toor âàio la dermire d«i éqattioai (60) , on obtiendra un ré- 
soltat d« la formo 



(7») 



g t h déiignanl des eoelfieieiil* qni dépendront dot eonttaotoi «j b, e. d. o, f, 
' u, V, w, a', v', tr% n*, v', w*. Pardnoineotlotforaiale» ($8) et (6t) donneront 



(7*) 



j , i dé»i|;iiant do nouveanx coeOtâenl* analoigaei k cous que ren&rmo réqafltâon (71}. 
Si moiolenant on combino loi fonnutea (71) , (7a) avec les formuloa (48) et (4$) > on 
trottrera Mccoaclveinenl 



■Eu» F «,1 

■El,» -Fou ' 
(73) -^ = -p- = 



T + T 



(74) 



(75) 



3 < ' ' 



rf'(A '!:.w-i*i>^„) 
2f; » 



puii on et) cnnclara, on ayaol égard h la première des éqoalions (6â) et à la première 
des équations (0(t) 



f 
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( S4 ) 

{76) « >• 

Le» formules (68) cl (76) serviront à déferniMur les deux inconnues >:,„ , ç., g j 
on aura fixé, à l'aide des mélhodes exposées dans l'un des dernier* ariicfai fei Tdears 

de "o.o, Ç.... c'câl-à- dire. Ica déplaccnicnu d'un point situé «or |*«e de I» 

verge éhiliqae. Ajoutont que IW liren des formules (48) . (7 1 ) et (7») 

il i ^ 
ou, ce qui rcyteut au même» 



et que l'équIieD (78) , étant Jointe aux fiwmùlea (6«) . (76), fournira k moyen de dé- 
terminer rineonnue C.,. . 

Laa femutei (68) , (76) . {78) le atmpiilîent, Ior«,u'en suppose choque point de l'aw 

des X îniiiobilc pendant la durée damouroment, et les |»re«ioiit />, 9 réduites 
k aéro« Alora en efiet^ les qoantiléa 

Ç»io » note» (o^, n', n", n, , n, 

étant nulles aussi bien que les pression. P. 9, l'équation (68) se réduira simplement 
a la Ibrmnie {dj)t et, on posant de nouveau 

ou tirera 1.» de la formule (76) 

i h • 

OU , ce qui revient au même , 
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(M) 



i 

t** de la formule ^jS) 



Dans la même hfpolliète , on anra eacore 

loilo k» fermolei (71) , (7s) dooDcront 
(B) F.„_k(|..._^). lî.„-i(,.,. + ^). 

cClei formalet (8) «erédoiroot ai» formolcs (10). 

11 est maiuteuaal lucilo d'apprécier le moiif qui aous a délerminés à conserver les 
termes proportûmneb «a cané â» k ou de i» dana les fennoles (4o) , c'ost-à-dii-e , 
daiu colles des formules (Sa) qoi reolermeni les foDotioaa J?<., » . Eflêe- 
Uvement, si Ton négligeait sans exception tous les termes ddpendanls de A et do s 
dans les formules (ôi) , (3:>) , on on déduirait non-seulement les équations (57), (58), 
OMis encore les deux suivantes 

«t Ton eottdorait de oes demtèrae» combinées aToc les iormules (83) , 

fl»!»»©» — œO. 

Orl'éqoalion 



exprime qoc l'angle ^ est indépendant de l'abscisse x , et cette circonsluace oc 
peut s'accorder avec le mouromcnt d'une rerge tordue, mais seulement arec le mou- 
vement d'une verge qui tourne sur elle*mème* Bouc • poor découfrir, dans tous tes cas > 



( 56) 

les phéiioiiiènt-^ qui résultent «le la tolrsiun d'uoo verge élastique, il est t)éc««»ctire de 
conserver les tcraîcâ proporlionnel* au carré de A ou t\e i dans les formules (4o)i Ç9 

(]ui revient à supposer que les fooclioD» 

ftcquiiireut dvs valeur» numériques Irès-considérables relativement à ct-lles àa ^uantiu-» 

que renfermaat Im fonction! , £,m< 

L0M91W la$ force» «codénlrieM Y, Z defienoenl c«MlMief , let quentité* 1^,, , 
Zt,. t'érenonisMat; ci tlo», en Initnt , pour abréger 

7=- = l(T + f)(lV + ;|r). 

on tire de la formule (80} 

Dans le cas particulier où la vtrrgo est extraite d'un corp» folide qui offre trois axee 
d'élasticité rectaniiulHire; et parallèles aux axe.« de« ^ % J » * t leS formolot (71)» 
(7:1) se réduisent aux luimuies (20) , et l'oa a par suite 

(86) i«ao, h^t. 

Enfin, «i rélerticilé dn corps aolide «t la mèaw daM tout let «ent» on Irouvera 



(88) e=f, 
el la formule (8f) donnera woiplement 

I<es équationt (G8) , (76) , (80) , etc. , subsistent pour uue valeur quelconque de 
l'ebiciiM s. llaitJortfa*onvettlcibcta«rladélflnriMlioaeompl4l«teinconnuet 
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(57) 

«•M , <li>« > ^« il ^aul à ces équjlinns en joindre d'aulrc^ qt)t »a x^piiorlcnl aux d^K 
extrémités do la ver^e. élaiitiqiju. Coaceroos, pour llxer ie^ Idée^, cette verge icrioinée» 
d«M ton éUi nalonl» par deux plan* perpcodiculaires k Tue dies ee^, et qui «up- 
poK«Bt «a duemi de leun pomu une àoafella praiûon détignAe par p. On tara,, 
pour ce* méoaat pointa 

(90) F = o, £=30, 

^allea ^ne foient le* Taieurt «ie t ',r*t eipàr'âaite ' ' ^ 
(9") Frti^ftt £,i, = o: 

pnUon Ui«n^d« fOTmuIcs (^1) com^lnéaa a*aç l'^nation (74) 

AJoQtosa qne, lea pnailonr exMrienvér dtani niilleà, Fne de bi vetge teite Immo* 
Ûe, la condition (99) poorra étfv, en vertu des fynaai» (3B)'<st (8a)»fddnite I hi 
ytioa plua aunple 



(95) • 5J'=»*»»' 

Les forniulei (9a) et (^S) sont relatives att ca» ob Tod luppote libres les deux exiré- 
milés de la Terge élastique. Si cca deux exirémités deTenaicot fiic< , ou plutôt , si , Ici' 
extr^milés de l'axe étant fixes . chacun des poiel» renfermés dans les plan^ rjtii lermineot 
la Terge était ossujtUli de manière à rester loujouri placé sur uoe môme droite porailèlu 
k V»xe , op aiirait , pour Iç» abscisses correspondantes aux plans dont i| s'adt , non-seti- 



• V ^*î.^ ^? » Cl M»»f^«Si» . . 5^"»=^"^ .■ ■> I 

maisencera .* .„* > - '', ■ 

(flS) . . . • ^ , ,,.•} «sao, . (satA» > ' ^ i ,1 • . . '.1 

qinDet ifaa fu»s«tt4|esiialaeia-4a y> r% el,|»ar c^ni^vwnt : , , ■ 

' • • • . ■ • - . . ■ 

» * ' . 4 • ' r . 's. 

Oene, en snpposanl Tave immobile et las pteasions esIérieBm notle», on tronverait , 
paor les dens eitotoiléa delà vefçp, . - - 

tW) • T^*<' i 

IV*. AimAvi 9 



( 5» ) 

Si l'oû voulait découvrir le? phéoomfençs produits par la torsion d'une vcrpc èlaîUque, 
noD plus dans l'état de mouvement , oiais dans l'état d'équilibre, il •iltiirait de supprimer 
l« dérif^nMimlt 'ir, nroir 



<Um Iw équtiMU (76) . (8u) . (Sâ) dodl !• iêniikn le rMointt è 

Nou» ajouteront iei tmè nmérque importante» Si • «{«è» tènSf oonpé In verge , prue 
te» l'état d'éqnilibM ou de mouvemont . par on pha p«rp«a4ioulMre kTas» des m , 
et oomapondanl à rabcciise ar , on cobaidère le ajatème des p co i i i o w ou teorfnni 

supporléea par les divers élémcnU du la seclion ainsi formée; à ce système correapondra 
une force principale doiu lus jirojeeUoai algé^rigiiM aur lei axoa jlea o^^ J»-*. *wovt. 
évidemmeat repréaeatées par iea iotégralea ■ 

tw) SIJ.A'''''^* /l/l^*^'^- 

et UQ momeol linéaire priacipal dont la jprojeclioo al|;ébrii]uo sur l'axe des a: aéra 
exprimée j|»ar l'iolégral» 

(.00) • . 

pourvu que l'on faste coiacidcr le cealro des moments avec Iv. point où lu plan aécaut 
rencontrera l'axe de la verge. £q d'autrea levmes, l'expressîoa (100} repréaenlera » au 
ligne près , ce qu'on peirt nommer 'lo meékem dn iTittme éfii praniont on tonei«ii ci» 
dtMttt mentionnée» per rapport k Tei» de k foifo ; le moment d'une forée per roppori 
fe 00 axe* n'élent entre chose que le-jptodnit do>oelto fiwoe projetée sur un plan per- 
pendieaiaire à l'axe par la plua courte diatanco entre Taxe et la droite suivant le<{iieUe 
elle agit. D'autre p^rl , û, danv'les \niêfr^\ç% et (« oo) » OH aobalilM , pn^r A» 
F, £ , leurs valeurs approchées fouroiea par les équations 

(lOi) ^=3AM+^i»«r+^«*.r', F:=F«,,+F>,.rH-F*,.r', SssE^4-Et,^'\'X„xr*, 

* La déCnilioa de ee monent , placi« au tnu de U pcge liii da iroiii«iBe rotaiac , convieal «ciikiueat au cai . 
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( 5f ) 

cet intéigralM deviendront r^pectirem^t 



el ■ • " ' . 

DoQc. en verto de la formule (74} « l'ezprêuion (100) pourra 6tre remplacée par 1« 
produit 

. . 1* ^ ■ •* .. - • ' 



3 



Dwu It BftM «H* ii Too applique à ^èm extrànité lUtn de k .verge une force dont la ^ 
dlreelUm mH ecmpriae dsns im |daa perpianJîoula b e k l'ua , ei dont le mènent» par rap- 
port k cet axe , aoil déogni ptt jdC , ai d'ailleurs on suppose le |M>tot d'eppJicetion de 

la force lié invariablement avec les autres points du plan , ou du moins avec ceux qui se 
Irœveot placé* sur la base de la verge élastique , on anra , pour l'extrémité dont il «'agit, 

(.06) .: 4-lfr^=3c- 

Féor nentrer unp apptiealioa des fermolea préeédèntet , eomidéreni d^akerd l'équi- 
libre d*uoe verge rectangulaire qui , danis l'état naturel, ait pour axe l'axe dea « , el 
qui eAe «ne extrémité fixe, faulre extrémité étant snfliciléo^ comme on vie^t d^ le 

dir» , par une force comprise dans un plan perpendiculaire à Taxe. Si l'on suppose les - 
pressions extérieures nulles, ainsi que la valeur de x correspoudaale à l'extrémité 
fixe . et h» déplacemeuta d'un peint quelconque de l'axe, «i de^pins en nomme a b 
leagpeiir de cel aie. eadem intégrer l*éqiMllM(9B) dé ^peaièie À «ér^ «aso 
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(€o) 

la coodtUoD (97), et pour tDs« la oondUion (106). Or on tirera de l'équation (98^ 
réunie 4 U condition (to6) 

\ 

6tderéqttttion(i07)ftonieftla ëondîtioit (97)--' ' 

• ■ • *-f.w(f+r)- • • : „ 

ii suit de cette dernière formule t.* que l'inconnue , ou Tangle de IcnsioD if> ta 
verge rectangulaire, mesuré dans un plan quclcooque perpendiculaire & l'aie, e&t cfi rai» 
•on directe non- feulement de k diiUnce qui aépare ce plan de l'extrémité fixe, mais 
«noore du moment de la fotee appliquée à restfénUlé libre • que • ai la «eetioa tiwi»> 
▼enale de la veine varie,e9^deaMÛqn| aeHiMabh k «lt»>-iiiÉnai l^aHib: t 4 ■ «arieM en* 
raison ioTerse du carf4 de l'aire de cette i^tâipn, ou* c# qui revient au méaie ,jan raîton 
inverse de la quatrième puissance de l'épaiMeur »fi ou ■it. résnUnts , i^pinblaLles 
à ceux que M. Poisaon a obtenus, en considérant la toisiou d'une verge cylindrique à 
base circulaire, subsisteraient pareillement pour, une rei^o cylindrique ou prismati^e 4 
Ifam queleonque» Lonqm les épaisaenra nA »• e/ de? iennenl éplea entre cUea , le Air- - 
mnle (108) aerédiâtk ' 

• . . *=-^,(T+ih,. .. ... :■ 

Ajoutons qoe, si TépaSsMur 'ii deTient très-peliie relativement à l^épaÎMenr. t A , 'o», 
aura aenaitlMient. 

. 5 ac • 



(•10) 



16 b ^ 



Donc alorii l'angle de toraion sera en raiaon lûTerae de la plot jgrandA épaÎMeor et dA 
cube de la plos petite. 

Concevons S préi^enl qn'îtpr^s avoir tordu la verge élastique, en laissant è sa place 
chaque point do l'axo , on ubaadonne coile vergis à elle-Diême sans lui appliquer aucune 
force. Los varialiles , , conserveront dea valeurs nulles pendant toute le 
dorée du mouvement, et la verge ctécnleradeavibralieiia tournante» dent les foia «e trou- 
veront «tpriméea par l'iaténele de l'équatieii (85). De plua , lei vitemes initSéléa dea dff- 

férents poiau de la verge étankmppetéa Jivll«{».lea véWim de ^ et de -j^, tiréea- 

, * ^ f ' ' • ' • ' ■ 

las formule» (10) et (38) , savoir 1 - ■ 



/ 
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' ( 6i ) 

^TNOi s'éfaiiiMiir h l'origiDe^u nouraneiil» (|w»l«^ue tmmi r et i^. Vw oomtquanl 

ta valeur initiale de — devra se réduire à zéro. Soh d'aîNean ((x) la valaur 

lit 

iniliale de l'anscle i. Si l"^ At-i.w l\Ih luiir du l i v( T|,^e dislique resltjul liLre» , l'équa' 
lion (Sô), intégrée de wauière que ia coadiliuo (^5; ioit remplie pour x o et pour 
« = a , donnera [roycz , dam le Iroiaîkaie volume • la Ibnnnie ( 1 1 S) de la page «68} 

(m) fss_a«OB— ^coa-y- J^cof~jt-«(f»)rffi. 

le signe S «'étendant & toute* le« Taleii» eqMèfet poailifea nuUet on négaUves de 
n. 8i, «• oentnirai lea denx extrànttda do la veifa deviennent lliea , il fiindra rabi' 
lîlaer la condition (97) h U eonïfilioB (gS) , et par inUe la vakor g^iémle de mm 
aambrable la valeur de {, fournie par l'équation (i-i4} de la page a68 du troîilèmo 
volume, en MMie qu'on iom 

(lia) 4»=— 'Scoa- ain ■■ / ain H^ïàu. 

a a a «/ • a 

Il est facile d'assigner la nature «le h fonction ({x) qui rédoît k valeur, .de t 
fournie par l'équation (m) ^ un «eut terme de ia forme 

, , G ïiicat Uns 

(•»i5) ij» = -^co» — -— eoa—j— 

II désigaaut uoe valeur particulière de n, et 0 uac quantité coustaote. Ëneft'e^ 
pour y patvwiir, il aufflt de poaer tnao dont l'équation (1 13) qui donne aktn 

(114) f(x)^^coaJ521i 



et foD peut d'ailionn t'airaier « |Meiar«or» qne, ai Ton anbalitne daaa Féquation (1 1 1} 
la valeur de C<p) tirée de la formolo (ii4)» aavoir 



— ooa ■ » 
a a 



précitémoAt l'équation (xi9)* AjouteM que l'équation (ji3) exprime un. 
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( et ) 

régoliw de Ja «ecgs ébttique. daos lequel les nAtoM vibntions 

Mnpcodoiienlpériodi^cinaM.kdaited'ttiieviknliiw to^ * dmiDéB 

inr U Ibmnie 

(ii5) 

Le iou corrutpoodeol k un mouvemeot de cette espèce n pr nr mesure !u nombre OT^ 
de* vibrations exécutées pendant l'uMlé de tempi , ou , ce qui icueai au soéum . la va- 
leur de déduite de la formule Or oa tirera de cette formule, en écrivant 
n au lieu de 1 , 

(ii6) w,=4=Jîa. 

Si. l'on veut maioteoaat dél«rminer les nomltres de vibrations tournantes corrcspun- 
djtali «us MU les plus graves que la vei^e élastique puisse rendre, il suiSra de prendre 
«noMaiifemeDt »= i , , «s5 • «ta*..; et Vim troaven en eotuéquene» 

<„,) «.-i, «i = £. «*5£., 

On «rrivereit emom eux «idiiMt irésoltale ao partant de l'équation (i is) . c'aH-h^-dire « 
eo eoniidéruil !«• vibiaiioiM uw wÉmet' 4'— tit|e ioqt bt don aiM«iléa 
fiiea. 



8i , deu U première de» ftnmilaa (il7>i «• «AtliliM la valenr de o livée de 
réquatieit (S4). <"> trouvera , poor le Dombf* dea vibralioiia toamaatea qai oorres* 
péttdem aiieon. h ploa fMf»» .... 

Donc It; SOI) dout il s'agit est r^^^^iproqiTPtnont preportionnf I k la longueur de la verpp 
élastique, t'i il un cliaogc pas , lorsque lus épuiâkours -aU , li t croissent OU diniiauent 
dans le même rapport , c'eii-à-dire , lor«que la section Ironsrcrsale de la verge varie en 
demenraBt fcmblable k elle-ntAnie* Gaa coodytioBa ae troufant eonfirméea par dea es' 
périencea de M. Savarl* Loraque lea ^«Haeur* a A é t î deviennent d|^i«a entre ellei . 
la forniile (lift) ao rédnit k 
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(11») ^' 

B*fam part . fi 1*611 lappotft h ini^ mÈoH» OHft lolîd» «bal ttldk 1» 

mt m » «ft tow MM* «■ «m 

et p»r eouAqiiMit le* formalea » (iig) donoeranl reijMClifttiaeat 
(...) '' = (i)T- 

D'ailleurs, si, daa» la même hypothèse» on fait vibrer la verge élastique loogitudioale- 
meat * et de uâDièM que le mo produit iott le plus grare possible, le oombre N dee> 
filmtiolis bng^tndiiudee mm détemioé' par h fonunle (78) de le page sg et le formole- 
(4?) de k pefe 4«* «*«l4-dire, qmToii mn 



fhnc pw tûte 00 tmnnre^ en pieoiat k s 



(iiD , ^ 1/3^=1,9564..... 

Bafist tl l'épeioflor et devMBi trè^pelile Mlâlivameal à l*épabieur lA , 
tien (118) doiuwpfe MuiMetaent 

et roo eu conelara, en supposaDt que réUsiicîlé du corps reste la même ea tous sens^ 
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(«4) 

Pooc le ton le plas grave prodait par Im vibratioiu toamantMi 4*uiio fei|{e piaic ei 
focUiDguIdre. ou» en d*»tttrM tevoMi, d'voe pbque àooi là laigenr «it pea coMÎdé- 
nble, varie en raiion directe de VéfmÊmm é» oeUe pbqtiet et en raiion iovenA du 

produit de deux autres dimpnnioos, ou, ce qui revient au même, en raison ioTerie de 
. h' superficie de la plaque. La loi que nous venons d'énonc«r est précisément cellti qun 
M. Savart a découverte, et à laquelle il a été conduit par Texpérience, aiaai q^oo peut 
le voir dan» le tome XXY des Annales de ph^fsique et de chimie. 
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SUR LA aÉSÔLDTION DÉS ÉQUATIONS NUMÉRIQUES . 

ET SDR LA THÉOiUE DE L'ÉLIMINATION. 



CONSIDÉRATIONS GÉNl^LËS. 

On a beaucoup écrit sur la nssolution dea équations nuinériqili;« et sut* rélimîoationt 
Go sait en particulier qtin la premi^rf* ces deux quealion» est l'objet spécial d'un ou- 
vrage de Lajçrange, d*n» lequel cet illustre géomètre a présenté, pour la détermination 
4m racima rMb» «Tane é^alioo de 4«(gré quelconque; . uae méthode ibodée sur la om- 
MdéftlkHi 4*im»éttt«lMi aaiiliaifQ, doDl l« degné «at géndraïeniefil ph» 4tt6fé, et dont 
llDeonDo«'« prtHir wlewa lea eatvé» de» difflirrncea entre les difenea Mdnea de la pro- 
posée. On su sert de cette équation nuxiliaire pour caicaler une limita inférieure & la plus 
petite différence entre deux racines réelles. J'oi fnil voir dan» VAnatysti als^t^hriqm [note III] 
qu'on pouvait arriver au même but , en considérant seuletnettt le produit de toutes les 
dîffi&reacei dra radne*. Mais , pour tirer un parti aTantageux de celte remarque, il restait 
à indiquer un moyen facile de fermer le même prodniL An reste * dès que Ton eonnati 
wta limite' infiMsww.à )ft pins pulite.di^inNMse «aln daaot rtfcinieê'i<èel]ea» on parvient 
sans peine non- seulement ii ealouler le noiibn» docea racines, mais encore k en obtenir ■ 
des valeors de plus en plus approchées. 

Une aoire méthode . paiement applicable à révaiuaiioo des racines réelles et des ra- 
cines imaginaires, n donnée par M. Legcndre, dans la seconde édition de ta Théorie 
des nombres. En ^luvanl cette dernière méthode, on réduit la recherche de l'une des 
racines de l'équation proposée h la résolution d'mie équation binôme.» résolution qjue- 
Ton opère b IVide des propriétés bien connues des fonctions trigonométrîques. D*ailieor», 
en s'appnyant sur h même méthode» on -prouve directement que l'on peut satîsfiiire b 
um- équiilion de degré quelconque par une vnlenr rét'Me. ou imaginaire de la variable. 
A la vérilt". In di''moT)st ration que M. Lpgrcndre a donni^c iU' cette proposition, et qu'ij 
considère comme «'étendant à loulet» sortes d'équations algébriques ou transcendantes . 
parait sujette à quelques difficultés; mais on peut les surmonter, lorsque l'équation est 
algébrique dans tous lescwpoasiblea, et lorsqu'elle devient Iranaœndante » en apportant 
quelques restrictions k la proposition dont il s'agit» comme je l*aî fitit voir dana Un L»ffon$ 
$ur h CfUcttl diffirviuM» 

IV.'AKIfiB. ' 10 
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(W) 

On pourrait dicr «aaora direiMt mélliodet rdaUvM It l« réMililion des j^uiUoi» 
numérMfiH» el «lévalopptet on seolein«|it iodiquén dam le» cnwn^ de Newtoo« do 

H«ll^, d Euler. de Lagraoge. de IL B«ibn, de M. Legendre, de M. Fourier, elc. Mail 

c«'s m<5lhn(Ir* , dont q«r!qiics-iino« supposent déjà connuf" !n valeur approchée d'une ra- 
cine de l'équalinn que l'on veul résoudre , ou sonl appuyées sur des théories étrangères 
aux éléments d'al^ëbro, par exemple, sur la coDsidéralino de4 »érie« récurrentes , n'of- 
frant pM de règles oerteiDet pour U délenniDatîoa à ftriùri de nombre det Moinea réelles. 
On doi^toulefo» excepter le» méthodes qd ont été annoncées par M. Fourier, dans lo 
tome vu des Mémoires do PAcadéoiie des sciences, et <|oe le nom do l'auteur reooni> 
mande î» Tattenlion dci gcomMres , mais dont on ne pourra se former une idée précise 
qu'au moment où il aura publié l'ourrage qu'il préparc sur celte matière. 

Ouoi qu'il en soit, j'ai pensé qu'il serait iiti!i> , pour ceux qui se proposent de cultiver 
l»>i sciences malhémotiqurs , d'oflrir ici des înctiiodLS simples pI générales, à l'aide des- 
quelles on puisse déterminer le nombre des r;<ciuu« , soit réelles, soit imaginaires, d'une 
équation de degré quelconque, et leaoaleolcr approximatifemeol^saiia reeonrirk l'équa^ 
quatîon anxiKaire dont rioeonnue a pour valeurs les carrés des diffibeocet' entre ces 
racines, et sans employer des notations étrangères it ceux qui ne poss&dcnl qae les pre- 
miers principes de l'iilgt^rc. Cc^ rei'ttiodcs, qui seront d^^vdnppfV? dnns les parngraphei 
{suivants, fourniront on même lemps le» moyens de simpiiiier la théorie de rétimiaatioo , 
et de lever les difliculté« qu'elle présente. 



S Sw ta ritolutien det iputti9H§ du pmmeFm wtaond degré à tûêffieUmli rédt, 

el <wr <s> «ay r wsi sm tma^imim, 

CoQsidéroas l'équation du premier degré 

(i) «•«-|-a.=to, 

dans laqueiio <t. , a, désignent deux constantes réelles. Si l'on fait pour abréger 

(a) A = ^ 

réqoation (i) , ^KrîiSe par a, , deriendra 

et Ton en tirera 

(4j • ' 
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CoaaidéroiM muntenanl l'équalioD da «eeond degré 

iUM|nMil trois matlajilei réelki . Si f on feil poor abr<g«r 

(6) ^«r-' ^=-r' 

ré^uatton (5) « divisée par a, , deviendra 

(7) •»4-/fa5 + , 

Avant de réiondM génénbiiNiit «elte dwnièn » «nminoiia d'eiNirdIecM parlieulier où 
l'on aurait 

(H) ^ = 0. 

Du» ce CM* réfulioD (7) , oa plotftt Téquation binoioa ' 

(9) «• + il»o 

dooiierB • 

(10) 

et on la vérifiera , tî j9 e«l uégalif, eo proaaot 

(II) '* »ssdt\/=¥. 

DoDC aloni l'éqoalion (9) «dmeUra dans raeinea réeUes , savoir, 

« 

linai, par «nmiple. réquation binooia 

(14) »*— IB^O 



lat deas racinat rëdlaa 

Mail , ai M d«f iant poiiltr, ai l'on tappoia • par eiempla , B^t, ré^naiion (9) , 
■tok 



(17) «• + 1=0, 
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ne sera plu» vérifiée pnraiicuac valeur récUu de a> , puii^^u'tioe semblable «itleur rendra 
tonjoun la Mmtne 0* + i ëgftk ou supérieure à l'unité » et par conéquent pontife. 
Dani le mêmcM, les valeun de m , -données par lea formolea (is) et (iS) , mtoIt. 

(0 9^1/7 p (19) «i/hT. 

ne aeront plus que des expressions algébriques qui oe sigoiGeront rien par eUes-ni4- 
mes, et qui, pour cette raison, sembleraient devoir être exclues de l'algèbre. Néanoioioa 
il peut être utile de les oonserfer dans le calcul. C'est en effet ce qui céanltn des obser- 
rations snirantes. 

Eq analyse on appcll« taeprmion rymbaliqm ou tyntb»!» toute combinaison de signes 

n!gébni]ueii qui tih -i^oifîi' rirn par elle miîinc, ou à laquell'- "n .itiribue un<^ valeur dîf- 
l'érciUc df culte i]u « liu doit iiaturtsilcuieiit avoir. Ou ooniriie à*'- luêiiK- eyoatcoru syinbo- 
litjueê loultis tiuUos qui , priât» à la leilre cl interprétées d'aprc» lu» cuuvtiUttMiii |{éué- 

ralement établies, sont inexactes ou n'ont pas de sens, mais desquelles on peut déduire 
dea résultats exacts en modiGaot et altérant, sdoh des rèj^es fixes, ou ces équations 

elles-uiéniea ou les symboles qu'elle s reafermeoi. L'etuploi do cet symboles ou d« ces 

équations esl souvent un moyen de simplifier les calculs , et d'écrire sons forme abrégée 
d«v« r«'-stilt.it» assez compliqués eu apparence. Or, parmi les expressions nu ér^untions sym- 
iioii^uc» dont la cousjdérutiou est de quelque imporlaace eu analyse . on «luit burloul 
distinguer celles que l'on a nommées imaginaires. Nous allons montrer comment Ton 
peut être eondoit h en Ihire usage. 

Soient 

■ » '*» '*» ••• P» P'» P*> 

plusieurs qiiHiitiu'ti réelles positivât ou négalives. Si l'on multiplie les unes par les autres , 
le» exprejtsiuus symboliques 

(ao) •i+Pv'"». «'+PV"»t «•+p*i/ri; «w..., 

en opérant d'après k>s règles chiuuk s d)- l.i mu Ilipticaiiou algébrique, comme »i 
était une quantité réelle doul le carré fùl égul à — 1 , le produit obtenu se composera 
de deux parties, l'une toute réelle, l'autre ayant pour coefficient i/TT , et resien le 
mémo, quel que soit l'ordre dans lequel on aura dTedué 1rs diverses mtdtipHcattona. Or 
celle simple remarque peut être employée fort utilement dans la reebercbe de» propriétéa 
g^érulc!) des nombres ou des quantités réelles, et fournit, par exemple, le moyen 
d'établir la proposition suivaate. 

1 Taéoaîlua. Si Ccn muliipUe l'un par fnnlre deux Ttombres entiers doM sAiiiiim 
«ot< te aommr lU eatris^ U produit mua «neera 61 somme de deux earriê. 
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(ai) «'4-?% r + i* 

le» detiX nombre» ealiw* donl il «'«gît, a* , p*, 7* , d* déiignaot des carré» parfaits. 
Ce» deux nombres pourront être coondM* comme réraltaDl», le premier de U mullipli- 
calioQ de» (acteurs symboliques 

(m) «+PV^'t Pl/^i. 

le soeond de l« multiplicaUon de$ &cteon symbolique* 

Donc le |»roduil 

{>4) («•-♦•^•J(7'+*') 



powm être ooaeidéré comme rëeultoil de le mnltipioatioB dot quatre fiwteur» <^ymboli- 

iVaillcurs, si l'on multiplie 1.* le premier facteur par le troisième, t** le MCOodptr le 
qualrtème , les produits ainsi formés seront res^eclivemeat 

|jui!$, en iniiltipliaut l'une par l'autre les expressions (s6) , 00 trourera pour résultat dé- 
linilif la (|Uiinlité positive 

On «are donc 

(a?) + («» + W« («•+P'){7* + **)r 

Or cette dcrniËie lurmule comprend ëridemmcnl le théorème 1.". 

Corollaire 1." Si» dans U formule (17) • on écbau^ entre elle* les leltres ' et 7 , 

on en tirera 



Il f • doM en fMrel denn manières de décomposer on deu ceiréi lo prodiùi de doia 

Qomlwes entiers dont chacun est le somme dft deus canési Aiofit pwr emmpfe, oa Iwe. 

dw éqttalions (»7) et (s8) 
■ 

(a» + 0(5'+*')=4' + 7' = «'+«'- 
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CoioUaire 2.* Les formules {27), (aS) subsistent éTidemmeDt dans le cas mfmc où les 

lettres a,f,if,o ccsi^ent do représenter des nombre* entiers, et désignent des qaftB- 
litée réelles quelconques , poiiitires ou néga(i?ejt. 

On voit, par ce qui pr«^c?:de , qu'il peut être uhle, àa\i$ Ja recherche des propriété* 
(générales de» quantités réelle», de considérer des expressions symboliques de la forme 

(»») «+Pi^^' 

tue semblable expression, dans laquolle « , J5 (ît'si<:nent deux quantités réelles, «^st 
ce qu'on nomme une expression imaginaire ; et i'ou dit que deux expressions imaginaires 

sont égales entre elles, lorsqu'il j a égalité de part et d'autre 1.* entre les parties réelles 
z et 7 , s." entre les coefficients de i/TT, savoir ^ et ^. L'ég;alité do deux ex- 
pressions imaginaires s'indique comme celle de deux quantités réelles par le signe =::.- 
et U en résatle oe qu'on appelle «ne iquatiM tmagmain. Cela poeé, tonte éqnatioo 
Imaginaire n*eat que la repiésentalîon aymlK^îque do deux équatiosi entre qaantîléa 
réelle** Par emmple » Téqnation aymbolMim . 

équivaut seule aux deux équations réollet 

Lorsque» dans l'expressiou ttuaginaire 

le coelBcieni p de i/TT a*éra»»nit, le tenue rédnîl h iéro« et 

Tespreuion elle^iuénie k la quantité réelle «. En vertu de cette eonvention , l«a ex- 
pressions tmagînairca comprennent comme cas particuUert lea quantîtéa réellea. 

Les espresaiona tmaginairea peuvent être soumiaea, euaiî bien que lea quantité* réellea, 
eux diverae* opération* de Talgtibre. Si l'on effectue en paryenlier raddition , la tous- 
traction ou la mullipUeation de deux ou de plusieurs expreaatona hmpoaires, on obtiendra 

pour résultat une nouvelle expression iniftgînaire qoi sera ce qu'on appelle la somme, la 
différence , ou le produit des eupresiious données; et l'on «e si rvira des notations ordi- 
naires pour indiquer cette somme, celte différence, on ce produit. Par exemple, si l'on 
donne seulement deux expressions imaginaires 
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on troflTera 

Diviser une première exprcssioo imaginnirc par une seconde , c'est (rouvcr une troisième 
expre^ion imaginaire qui , multipliée par la seconde , reproduise la première. Le résultat 
de cette opéraltoa est le quotient des deux expressions données. On se sert, pour l'in- 
diquer , du HgM ordinaire de U divuion. Ainsi , 

vBfvétenle b ipiotient det dem esprenions imtgmaim 

Elever une eipresMon inuginaire k la puiM«Dce du degré m (m déaigaant an nombre 
entier) , c'eat fbnner le produit de m facteurs égUÊt I cette expreaiion. On îndiqne 
lapoMeenoa m"* de a-^p^ par la notation 

Ainii, en particulier» la notation 

repréieate le prodwt de l'expreaiioa « «f- par elle-mâme. 

On dit ^ne deux expreaiiona inaginairet aont conjuguée» l'one à rentre, lonqoe ces 
deux espreaaiont ne dtS^rent entre elles que par le signe du coeffieieni de La 
•amme de deux semblables expressions est toujoars réelle , ainsi que leur produit. En 
dbi l«e deux expresasions imaginaires eonjuguéas 

donneni pour somme ««, el pour produit + La racine carrée de ce pro^ 
dttilj on 

(55) • ' l^+F 



1 



(7«) 

«•t ce qu'on nomme le nuMhUê do chaonm dm eiiminoos Pour «pie le module 
(53) s*émnoniMe«, il rat nécMMÎre et il loflit que l*on eit en mém» tem|M « = o , 
e = n , c'cit-k-dire , en d'antras temm , que le* espreMiont (sa) 00 réduisent Tune et 
l'autre à zérOi 

Remarquons oiicorr qu'en verlii de> principes cî-dossus établis l'égalité de tiettx 
preuùms itnaginaires cntrattu toujours Ctjiatltd de leurs modules. 

Quelquefois ou refréieftto une eipwwioa ini«|;iMife pâr une «eiile lettre. Cela pooi* 

soit 

(34) a: = ;,4.,|/T 

une aerobliblo expreMÎon . p et f étent deux quanlitéi rdellea quelconques. On pourra 
se proposer d*aisi;;tter k cos deux quantités des nleon telles que la vafear coirospon* 
danle de x vérifie une équation donnée du second degré, par excmpio, Téquation 

(7) ou (9). Alors la valeur de t. deviendra c« qu'on nomme kiw raeinr* imaginaire 
de l'équalion (7) ou (cj). Ajoutons que cctlc racine imaginaire m Uaosfnruncra vn une 
racine réelle , dans les cas où la valeur de q sera nulle. Si Pou suppose eo |»ai iicaliei- 
l'équation (g) réduileft l'équalion (i4) ou (17), on la férifiera évidenmoDt en attribuant 
& X Tone des râleurs réelles (i5) , (16) , ou Tune des valeurs imaginaire» (18] » (19). 
Donc ces vafrtir'; représentent dos radoes réelles de l'équation (i4) ot des racines ima- 
ginaires de l'équalion (17). 

Revenons maiiUcoant h l'équation (9) ou (10). Pour la résoudre géoéralomMt « C*çst' 
à - dire , pour trouver toutes les valeurs réelles ou imaginaires de a» qui peuvent la 
vériiicr, posons comme ci-dessus x=p-{-q^~. Elle donnera 

(55) p'-~f H-»MV^ =— 

et se partagera en deux équations réelle» , saroîr , 

(36) — 9'=B — jr, «p^:2=0. 

Or on ne peut satisfaire aux équations (S6), par des valeurs réelles /« . et de q, 
qu'en supposant 

(S?) ç = o» p» = — 

ou 

La première supposition n'est ailiiiis^ible que iia.ns k- cas iiii l'on a 
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(H) B<o, 
«I r«& litÉ âloN dei formalea (57) 

An coDlraice la MCODde rappoaitîoa a*«tt adnînible «{ue dans le ca» oti Ton a 

(40 Ji>o. 
el l'on lir« alors des iormulei (58) 

{4«) «=P + y(/T=d=iï'i/:7. 

Donc, dans um les cas poaaiUei^ Pé^aUon (10) admeltn aenlemejit deux raciue*. 
MToir, deux racines réelles foarnia» par kM lôrmtttca (1») et (i5) , ai B eat o4|;alif , 
et dcn mcioet inaginairai » naî» conjuguées, fournie* par loa formules 

(45) m^^B-^, (44) •=j»y7. 

ti ^ devient pociti£ SI la quantité B s'évanouissait, le* deoxraeinw de réqualion 
(10) seraient égaies entre elles , et chacune des formules ( 1 a) « (1 5) , (43) , (44) donnerait 

(45) OBSO. 

Pteisoni nainlenank I réquatioa (7). Celte équalion pouvant s'écrire comme il suit 

(46) |« + ^J>j_:^=.o. 
often tiren 

«7) [,+±)'^^-B. 

Celte dernière, étant semblable à l'équation (10), so résoudra de la mêœe manière ; el 
d'abord, si l'on suppose 
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elle doonera 

(43) «+-1 =*y/^rirT. 

lit pw eoniéqnenk 

Donc alors réquatioo (7) admettra deux racines réelle», savoir, 

(5i) «=--f-v/i!-J. («t) «=-4+V/î-* ' 
Si Ton mppoM «a CMtnira 

(53) 

la formule (4 7} donnera 

(S4) •+4=sb(^-^)'v^. 
et par èoM4qaeiit 

(45) «=— :^=fc(B— j-J'|/:r. 

Donc alors l'équation (7) admettra deux racines imaginaires, mais conjuguées l'une à 
raulre, savoir, 

Noof tarittHMiOM ce paragraphe m ndH|iiaot quelques propriétés des expressions 
imtgiûMifC*. Cet pN|iriétés font comprÎMi dtm le* IhèorémM que nowalloiis inoocat. 

1." Tiioitei* Latotnmtdt dmix expremana tm^gùuMftê «ffrt, aôws qua Uur dif- 

Démmtttimtiêm^ En aflat wVA 

(58) «+PV^«» 7 + *^^» 

1m ejipreMioM iaMgpnaîrei pn»poi4«i. Leur Mmine «t ieur dilEéreoM .. 

(59J «+7 + C? + *)V^"«» «-7 + 

offrirOQt pour modutM let deux quantilét 



( 75 ) 

(60) H- •(^+pa)+P*-«-*')^ C«*+P'-«(«7+N)+f'+M'. 

G«aim« on aura d'aiiiaiin , eo TWtu de la formule (98) , 

(60 («y-i-^)«= OU <(«'4-P*)(r + ^*)» 

il «it clair ifue la vahur nvniërifiie de la scnnme 
(61) 

sera tnfilrieiire on toat au plus égale au proddi 

Dooo Mita aonme tel» renfermé entra lat de«r Umitea 

Donc, par su^» chicane de» quantîtéa (60) aéra compriae entre le* deux lunite» 

(64) 5 _ ^ 

c'eit-i-dîre , «dIv» la aoniine et la dîfliireaoe des modolei de* expresaiont (58). 

CorMaire, La aomme do plusieurs cxpreuion» Imagjntiret offire on modale idirieor 
fc la aomme de leur» modalea. 

3.* Taioalni. £e pvduU de dtum ts^trei^om InMi^MMilrat a jM«r «Mtfufo U predatt 

iMmmiwijtffi. En effet» le produit dea expressiona imaginairea 
(58) «H-Pl/^», 7+*!^» 

étaoi lut-mème une expreaaîon imagioaire conjuguée à celle qui repréaeote le produit 
4ea dens aaivanlee 

(65) a-^V/.l, v-aj/T., 

m 

ekacna d«e prodaitt en ^OMtioii m» pour modole U mcine carrée de la i|aanlîté 
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- rui! r,Hi}]in de la ittoltiplicatioD de* i|u«tre factean (58) et (65). Donc ce modole aenr 

L'quivaleol & 

(«6) C«-+f)*(7'+*'J% 
e'eit-k-dira, au jprodoît dea modules des expreaiions (58)« 

Corattaire Le prodoH de pliuieurs faclours ioiaginairo» - 

«+PV">» «'-fP'lA. ««0..... 

a pour modale te produit ùn leurs modales. 

Corollaire a.* Si, daiiâ lu corollaire qui précède, ou suppose les divers facteurs ima- 
ginaires égaux entre eux , cl leur nombre égal à m , on recoonaltra que la m* puis- 
sance d'une expression imaginaire a pour module la m* puissance de son module^ 

CoroUaifo S.* Comme le produit de plnsieurs modales ne peul doTeoir nul . saos que 
l'un de ces modales s'évanottisae , et qn'ane expression imaglnaîre dont le modole s'èva- 
noait se réduit néeessatremeol à zéro; il est clair que leeomllaire i.*" entraînera encore 
la proposition suivante. 

4.* TBéonfiXB. La produit tU plusieurs faetaurs imaghuùru «e pm»t ^éwtnomr nvee 
JOH modttU, qu^ataant f ne rois de» facUarê se réduit à oAw. 

On établit encore sans difficalté lea théorèmes suivants. 

5* TnioaSuB. Paw diviur une expression imaginaire par une i/uamtUâ rééU», U 
m§U de diviser par cette qmuuitét dam CeoBpreêùon dont H ê'agif, bt partU rieiket 
le wfft^cnt de ^17 • 

jOAnonalrafton. En effet « diviser l'expression iiiaaginaire 

par une quantité réelle 7 , c'est chercher ane seconde expression imaginaire 

qui . étant multipliée par 7 « reprodnise la première, en sorte qn*on ait 

(«?) 7{*'-l-»»/5j»«+Pl/î. 

Or l'équatioa symbolique (C7) équivaut aux deux équations réelles 
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( 77 ) 

dM^ttet on lira 

« P 

7 7 

et par suite 

(68) •r=:p + ,j/n = -^+|l/7. 

Doue» pour obtenir le quotient de PezpreMion imagioaife «•^|p|/!7 par la quantité 
réelle v . >l suffit , iaat cette eiprenion , de dâriier par y la partie réelle et le coef- 
ficient de i/T* 

6. * TsioRÊiiB. Pour diviêêr une expntHon tmaginairc « + Pf/T par mu txj«re$' 
mm MmbtabU J^t^/^» U *«ffît de multiplier la première par une iroisiènu ex- 
pression imapnaîre y — 3 {/~ qui soit ronjw^uée à (a ëeeonéct «t de diviiêP U ftrO' 
duii obtenu par le carré du module de y 4- . 

Démonst ra t ion En effet dirlser a -|- por 7 + * |/T , c*eM ehercher une ei- 
l^eaHon imaginaire 

qui «oit propre à vérifier la formale 

(«9) (7-h^i/^0«=« + ?V^.. 

D'ailleurs, li Ton multiplie par les deux membres de Téqualion (69) , elle 

defiendra 

(7») (7' + »')« = («-l-PV^)(7-«V^.). 

«I Pen en tirera 

Or cette dernière formule comprend évidemment le théorème 6. 

Scholie. St l'on développe le second membre de la formule (71), en ayant égard au 
théorème ô . on troavera 

7. * TofonàM. Lté dêu» ptfyntmM 



(73) 



( 78 ) 



rieU w hnagùuUre», ne pewtm ruur igavm entre tn», ^utltê que Mit la vaUvr ritlU 
ou tfiMgÛMÎfw dt », à «ntfuu quâ it'«ll 

(74) = = ••••• ! = «» = Cii» 

DàlMfMfratÎM. Bu effel, ei deux polynômes (75) restent égaux , quel qoe soit », 
leur différence leM toisîoiir» nulle , et l'on «ère contlamment 

(7Ô) («•—«,)«• + (a, — «,)«••— + ... + («._, — «w-,)»+^-^*»='*^ 
Or on tirera de Téqualion {^5) , 1.* es po»ant a: = 0 « 

« 

— «l» = 0» «a s «M, 

S.* en divisant le premier membre par Je , et potaot de nouveau as = o , 
et aiiwi de *uite. 

Nous remarquerons encore , qu'étant donnée Té^ation algébrique 

(76) «•«■ + «,«*-• + 4* + <^._.SB + *»= O . 

danslaquelle n désigne un nombre entier quelconque , <?t «i, , a, ,...<!„_, , n,, des 
<;neflricientK constants réeb ou imngrnaires , oopeul toujours réduire à l'unilé le coefl^cient 
du premier terme. Ëa effet, si l'on pose 

(77) ' 

ou, ce qui rericnt au même, 

(78) UfSssa^, «,ss«J|, ... «n^t^oj, 
l'équation (76) pourra iWiro ain«i qu'il «ui| 
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(79) " ^ 

(79) 4. + Bat^* 4 1- /« + J[) = 0 i 

pt , comme fl, difl^pc aécessaircment de zéro , lorsque a.x" esl le premier leriwe 
de l 'équation (76} . on tirera de la formule (79) , rduiiie «tt théorftiM 4* 

(80) + + + +'*+^f=«» 

Dans le ca» particulier où TéquatioD (76) e»t binôme ou du second degré, c'c«t-à-dirc , 
de l'une des formet 

(81) a.x"4-a„ = o. 

alors, après la réduction du coeflîcieat de son premier terme à Tunité, elle devient 
(SS) •«4.IC»o, 

(84) a* + AsB^B=: 



^ 3. Sur la rétoluUon des t'quations du premier ei du second tUgré à OQ0^iti»lê 
«juclconqucs, rceUou imaginaires. 



Gonudérons d'abord une équation du pMmiar dugré à CodIeieBis résli Ott imigioairet» 
Si l'on rédail k l'unité le ooeflicieol do premier terme, celle dqeeUett teprétetitere «eu« 

lu ibrme 

A déii^eat nne conrteote réelle «a imegÎMÎ'*» et Vm» en tlrere 



Gentidétou mdaUniat oae df iMtioB faetoefe da moend degid» Si Pob idduit I 
roDÎté le eeeflicieDt du premier temie* cette. éqeelîeii ae p t éie ot ere Mine le Ibrme 

(3) »*'\-A»'^B=9t 

. p 

A , B déHgiMal deux eonitente* réelle* ou iaeg^rett Si de plw la conaUnie A 
a'évaneuit , Téqualion (3) deriendre 



(«0) 

ou 

(5) «>s=— A. 

Donc alors . en écrivast. MU lieu de — B , ci-{-p (/TT , et aUriboaitt «nslollrw • * p 
dM f aleun rdellM , on tau» simpleiiienl à résoudre l'équation binôme 

(6) »» = a-|-pt/ri . 

Or on 7 pwriendn tant peine, en opérant comme il «uit. 
DéM^ona par p , f deux qoanliidt réellei tellement choinaa que 

•oit one râleur de « propre k f éri0er Péqnation (6)* Cette éqnalien donnera 

et par con&étjueot 

(9) p'-i'=m, (lo) »M=pî 

puia «n tirera de» Carmolea (7) et (10) 

(n) x:=p^^\/Z, 



on, ce qni relient en : 

(is) «— Ï~ + ^V^- 

D'ailleurs les formuleg (9) et (10) eotralaeront laaoivttite 
(i5) ^•+»*=C«'+P')*» 

que i'oD peut aussi déduire immûdialument de l'équatiou ;,G) joiole au corollaire 2 du 
5.* théortaie. Enfin Pon eondotn dea fbrmvles {9) et 

et par ante 
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(.6) 



(81 J 



[y^y. (.7) ,=±(j^î2î:i)n 



pdii «D ivbilitiiaDi b valeur de p dam la foniiole (i i ) . ira la valeur de <y dan» 
la JbrmoU (i s) • on IrouTeni 



<i8) a»=ds 
,«u * oe qui rarlont au ménie, 

(19) «=i: 



Donc Tii^uaUoQ (6) admettra deux raoiiies doot ies valeur» «:root rupeciivemeot 

(,«) a!= — — j — i ; — ^ j-i/rr, 

(«») X^-il^ ; -y'-.. 

o<a, ce fiii Tevkttt an aiAme » 



(•s) «=——7 — ' — V — î i 

•UV^T-)* e* 



(«5) -T- ^. r 

Dans le cai où ^ t'évaiMmU , rigiiation (6) «e rédaH à 
(«4) 

Jkm le même cas » on tire de la fonsuio (18) , en auppotani « jpoittif, 
(aS) 

«I de i« formule (^9) , eo anppoiaiil > négttif» 

rV.« âvpia. ' t » 
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( 8s ) 

Ces dernières s'accordent , comme on dcvatl s'y aUcndre, avec les formule* (4o) et (4*) 
do paragraphe i.** 
Dam la CM oii ■- •*évaiioait , réquaiion (6) se réduit t 

(«7) •• = Pi^»# 

•I Vm lire de le fennnle (i8) ou (19). i-* en mppoMDl |) poniif » 

s.* eo supposAOt p négatif, 



«a perlîcalier, le» ima nciaes dei*dqaBlioo 

(50) œ*—^ 
'-■eront doonée* par la formule 

et celles do réqaalioo 

(51) i/q: 
par la fbmrale 

BefWMMM naitthsnant h réqaaIioD (S) , et aappoMDa fpit ie.eeedBci«al A 
a'dffaWNidr. Cette équation poutant a'écrire cemme 0 auit 

(84) (« + 4)*+^-X=«»' 

00 eolirera 

Or réqpMlioD (35)» éliDl de la oioM fome que l*éqiialion (6)» ae réaewirade la 
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I 



( 85 ) 

BHunèir» » «I firariiin pour « ^ valeurs teiiibl«l»lM aux valean de m 4élep 

ma6n par la formule (18) ou (19]. 
fiminpfa. SoU donnée l'équation du Mcoad d^ré 

(56) .(5 4.4|/T)x4-6 + 8i/T=o. 

Od en tirera 

(S? ) I* - (I + « j ' = (~ -f s v/^) ' - (6 + 8 v/r: ) ^ + 2 i/ -T . 

D'aiileora , «i l'<vi remplace w par s — ^ — 4- > l/-> j dao» le premier membre de la 

iS 

feimnle (18) » et ai Ton pote ea outra «=:^— ,^ = a, on tirera de cette fomale 

(58) (4 + »V^~)=±(t + »^) ' 

et par anile 

Donc loi deux raeinea de l'équation (56) leronl req^tivement 



$ 5. Sur ta ritolation de» équatimu binûmtt, 

CoDjidéroQs une équaiioo binôme du degré n , la lettre /< désignant un nombre 
•■lier quelconque. SI l'on réduit te coefficient dn premier terme k l'unité, cotte éqva- 
lion ae préwotera aooa la forme 

(0 •» + Ks=o, 

X éiant une conilanle réelle ou imaginaire, et l'on ea lirora 

(t) x'' = — JC. 

r 

Donc, en écrivant» au lien de -—K , « +p|/T • «t attribuanlam leHrea « , daa 
ott,nuntMfa l'équatimi (1) à la ferme 
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( «4 ) 

(3) 



Or on prouvera fodleneni qiio cette deniîb<e peut loajoun être rdeolue par i»ê telearf 
réelJos ou imagtiiaireft de la variable », Ceat en eflêt ce qai résulte de» principe* que 
nous allona établir* 

SuppoMM d*abord que le de|;ré n ae réduite une puinance de a , c'eM-è-dire h 

Ton dec nombm « , 4 > 8> t6 , Mor» Téqualion (S) se IroliTera réduite è Tune dea 

suivante» 

(4) c«=«4-Pl/t/-'ï, (5) «4s=«+pV'"»t W ••=«+Pl/^» (?) •••=:«+PV'">» •t«' 

Or l'équalioa (4) » déjà été résolue dans ie paragraphe précédent , où l'on a fait voir 
qu'elle adnel deux racines de la ferme p + f ^* H"* auHira de poier 

a»*sjr, y*^%t etc*.. » 

pour obtenir , à la place de ta formule (ô) , le système des équalions bînomea 

(«) a»'=7. • r = « + PiÂî 

il la place de ia formule (6) , le système des trois équations binôme» 

■(9) a>'=:y. y*=t, »« = «H-pvCr8 

à la place de la. forrouie (7) » le sjatème des quatre équations binôme» 

(10) SB'ssy, J*=ss, a*3Stt, ««ssa-fP^/:: î 

etc.. 

DtaïUeurs, la dernière des formules (8) étant aenblable è l'équation (4) . on en tirera 
deux videurs réellea ou inuigînirea d»; y $ et» apiè» avoir anbttitué auccwttveaMiil 
ce» deux valeurs dans le second membre de l'éqnatbn a»* =7 , on déduira de ceUe-ci 
quatre valcors réelles ou imaginaires de x qui seront prupres h vérifier l'équation (5). 
Pareillement on tirera des formules (9) deux valeurs do ; , quatre valeurs de y, et 
eu définitive huit valeurs de x propres h vérifier I uqualion (6). De mcme encore OB 

tirera des formules (10) seizo valeurs de x propres à vérifier l'équation (7) ; etc 

Donc chacune de» équation* (4) > (5) • (6) • etc.» • offrira autant de radne» que »en depé 
renièrme d'unités. On voit en outre que la détermination «ucte de CM racuMa ne prd~ 
scnteva aucune dilEeulté. 

SupposoB» maintenant que le dejjré n »eit un nombre impair. Dma ooMu b^polbèse. 
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( 85 ) 

l'équaliim (3) adincltra certaioeoient uoe ou plu»ieur8 racines réelles ou imaginaires, » 
Tune det quaiMilés «, p s'éraaoait. En eflèt, foit am -f- 1 «ne ' ^tXtur impoire de 
n» On «4rifiera ividennneat rii|iMlion 

ou 
(ia) 

«n prenanC 

» 

(t5) « = «—♦• , oubi«n (i4) «as— , 

«ofnnt que » icre poiiUf ou négeUf; et Téqualion 

(15) ^^fin, 

eu 

(16) ••'"♦»=P|/r,, 
«n prenul 



(,;) ^ |/!r. oubien (.8) (-.p) ^ . 

•uiTeDtque p lert poeitif Ott néplit J'ajoute que » li, n étant impair, lee quas" 
tiléi c t p ne «'éfanouÎMeut ni l'une ni l'autre . on pourra encore Ironter une valeur 
féelle ou fanaginaire do x propre h véri£er Téqualion (ô) , ou 

09) #--{.+fV"0=o 

C'eit ce que l'on démoatren aana peine en raÎMonent comme A suit. 

Repré«entona par ji4*f valeur inagiuiro quelconque attribuée h la va- 

riable x. par 

k valeur correspondante du binooio 

(ai) C«+P|/:r), 

et par r, f , B lea moduka det trois expresaioDa ima^nairea 
en aorte qu*on ait 
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Le module A de l'expressioa (30) deviendra, en rcrtu du ihéoréme » , supérieur à U 
diflilKiiQs 

•i l'oQ suppose r* > p , r > p* ; «1 par conaéqueat il luipaHera le module f , m 
l'on a 

(»6) ' r>(»f)i. 



Ad contraire S Mrt éqomlanl à k valenr oiuniri^ae de p «v d^ « . et p«r coo- 
iéqtt«ot ioférteur k p , ai Ton sappoco 

(«7) ? = 0» «- = J|-=5S«, 

00 bien 

Donc lu plus petilc valeur que pui«so acquérir le module R de rexpresaiou (so) ou 
(91) , tandis quo X Tarie , est inférieure au module pdea4-^l/~> et correspond 

à une viileur de x dilTérenlti de zéro, mais doal le module r ae surpaue pas {*?)'• 
ITtiHeiirt. n feu tltribne k la TariaUe » ans râleur diitinete de p + fi/H* ' ^ 
représenlée par 

k bioomc («1) se Iraïuforroera en une fonotioa eoUère do t du degré », savoir. 



! (19) le dMait lamMbtaataal de l^lfatlioa (ra) (oiate k «alla qa'on alttient ea lemiubcaBt y 
|MT f^f^^ 4Ka*r*^piatlMco«ain 



Aa iT*l<! , l'emploi que ar>u« fauon* ici de la Tormole (i i ) n'exige pas que l'on détermine ie« corffieicnt» de ttmlrs 
le» |iiiis«anrv!i de ( qui eotrcol dans le >ccood inçoibrc de tcttc famiulc ou de la Ibnnule (d). Oa penl métite^ 
* la rigiiriir, calculer acHlemi ot l< cotlMlaBlda •. Or, pour t'aimrer Ce COeBcicat t« iédiiilj '■■■I* 
femufc(«),è nf*^' , il iiuffit d'obf errer que l'un • gén^nlcBCDl 

:*) (y^'OCyt"*} «y •+(•.+••+"•+»-)? •—+...+«. a. , 
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Or, daa» la formule («9) , la tomme de« deux premiers termes du second membre, «'éva- 
nouira , »i l'on prend 

Mais» « Ton prend 

(5i) ♦ =5 — • 



I désignant unt; quantité pnsilÏTe trèa-peu diilérente de aéro, ce y^mod membre de- 
viendra une fonction entière de ( qui oiErira pour proœiers termes dcMix exproMÏoiM 
imaginaires 

Done. M ToD diviM cette fonetion de c par P + <^|/7 « le quotieet tera de la 
fbme 

(5e) 1— +..,4.At-i«»» 

tf, , 0. , ... . c,_, désignant des corlllcicntâ réels ou imaginaires, et l'on trouvera, en 
supposant la variable s déterminée par l'équation (Si) , 

(») (p+f|/3+,)--{«+p|/n>=(l»+C|/:î)(t-i+r.f+r.s»+...4.*,...-). 

Obserrons maintenant que, si R n'est pas nul, le second membre de l'équation (35) 
ollrira , pour de très-petites ? aleurs do ua modulo inférieur à £0 effet, si l'on 

noouue 

le» uiedule» des espreMioiM ima^naiies 



k Mamie des eipressioits 

ou !c ptJynoiiH! (7ii) aura pour module [en vertu des ibéorêmes s» 3 et do leurs coroi- 
iaires] un nombre â inf&rifiur à la »ommc dos quantités 

I— s, «»••• «•t*,«.^-,«"r 

ea sorte qu'on trèafeia 
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(54) •<i—«(i — »,«—«•■» — .«^ «,»,•■-•), 

D'ailleurs , poor de trè«-pelilei valeur» «k c , le poljnomc 

(55) I— «,« — ««I* — ... — n»_i«"~' 

étool trc&-peu diUéreul de l'uuilc . oa conclvra do la formule (34) 

(56) •<!, (Sy) ^R<B. 

Donc , loi sf]up R ne sera pas nul , «n pourra choisir t do manif're que le lundute 

(iH de rcxpri'ssioii ^ô5) devienne inférieur à R. Il suit évidcinmenl d»M f iif rt-iiur- 
quc qup le plu* pclit niodolc de rexprcssion (21) ne saurait dilTiTcr de ïéru. Donc, 

puisque ce plu» pétil module corrcspand à une valeur de r infL^rieure à (^p)* . Ci 
(|ue l'expression (21) s'évanouit avec son module, l'équalioD (19) ou (3) admet une Ofl 

plfuieura noioes dont le* module» »oo( renferipé» .eoire le» limite» o, (s^ ) ' . 

Le» principe» fue qous venons d'exposer ne servent pas seulement à prouver que, 
deo» le cas où n est impair, l'équation (3) admet une ou plusieurs racines rét;IIes ou 
imnf;in;tire«. lis fournissent encore le moyen do déterminer numériqurmcot au moins 
rmu- (II- eus ntcinos. Eu effet, supposons que n étant égui à %m-{- i , ou dc.signe 
par X, la valeur de x duooèe par l'une des équations (i5), (i4)« (17)1 Apre» 
sfoîr circulé le» valeurf corrc»poud«ole» de» nombre^ . «« * x.., > on irouvec» 
«ma peine une felenr- de f propre ^ rwidre pe«ilire |a i|u«nlilé (35) , c*eai ft-dîre, h 
vérifier la eoodilioa 

(38) + v-ï-'^-»«''"*<«- 

Car il suflira , pour y parvenir, d'attribuer à < des valeiirs décroissantes, par cxemplç. 

1 I » 

10 100 1000 

ja»qa*à ce que le polynôme 

(3o) .«*« + *»•• + — 

qui décruit constamment et indéfiniment avec * , devienne inférieur à l'umlé. Or, * 
étant ehoisi de manière k vérilterla cMditien (58) , il eufilra dTiijoQlor k *, lB.»eoond 
membre de I» formule (5i) , pour obtenir une noiiTdla valeur de 0 » k laqnello ré- 
ponde une valeur de il plus petite que le module de l'expression a;," -)- « -f* ^V-^ ' 
Soit a;, oette nouvelle valeur de ». L'opération par laqoeljip on a dédoit 4^4" 
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T, , ('lani pluMcur» fois répétée , foaroira une ^iiitc do valeurs de x , auxquelles cor- 
respond! oiu des valeurs do plus OD plus pclilcs do la quaolilé potitive B qui repré- 
»eû(e lé uioilulo de l'cxpressioa 

«•-l-a-l-pv/r,. 

Cda pocé, tmi 

la suite des ▼•leuM>4e ' a donl U «si-ici 4[UMtioo. TamUiqu» les nuMliilai du expMMiw» 

davicndronl de plus en plus peliU, les termes Je la sdrie (4o) convergeront vers une 
eertoine iimito qui eera néeeenireliMMit iiiie,viiicur .4e a; propit» k f érifier i'4qu«tioo (S)» 

Il reste 2l euinîaer le cas où le degré n dcl'équalion 1[?î; ne ie réduit ni b un nombre 
impair, ni h une puissance île •'. S fit , 'îiiis cutlo Iiypulhèse, 2' la plus haute puis- 
sance de 7 qui puL'^e divi.-'Cr lu do^ré 7i. Ce degré Mm k produit de a' par un 

nombre impair a m -J- 1 , et l'équation (5) ou 

/ . 

(49) m*'^**>vs»^py:i 
paerra âtre remplacée par le systèiuc des deux formules 

Or la seconde des équations (45), étant semblable à l'i'fpialion (ô) , mais d'un degré 
impair, pourra toujours être vérifiée , «î'nprt's ce, qu'on vient (h; dire, par de* valeur* 
téelles ou imaginaires de y, et, pour chacune de ces valeurs de y, l'équatien 

dont le Averti ko rédu'ii h une puissance du nombre 3» fournira autant de valeurs de a; 

que ^ou do[;rû rcntcriuo d'uuilés. 

On peut donc affirmer que > dam tous les cas » uoo équation bioomc admet des raciaes 

réelle» ou im^luaires. 

Au rette » on s'assurera (bdlcacnt que le nodule de cbacune des racines de l'équation 

« 

(5) se réduit toujours à p*. Car, sIl'oD Boanroe r le module d'uoe die ces mcinus, 
on aura , en vertu de ce qui a été d-dessos [page 7a],, , 

IV*. AKRÉB. iS 



er par suil«- 



i 90 J 



.•V 



g 4. iSiir U réioltuion éo9 i^Miom 4» dêgH puteimqm à eoeffeUnu riUk 

Si, dans udc équalioa du degré n». oa. Déduit à l'uailé le codiicient du premier 
(enii« . die m préienleni «out la fma» .. 

(i) 4- «.+r»+J[s=o-. 

Si d'ailleurs Ifs cneflTicients A , D , ..... / , Â soqL récU et donnes gq nombrut, oa 
poarra* lorsque cerUiocs conditions seront remplies, alErmcr que l'cqualion (1) admet 
de» racinoa réelles • et Ton élaUira aana peine les propositioD» suirantesi 

8,* TbAobAbi. Si» m wbêUtuame Cum* t^^riê Cmanf dm» U pnader memfrs ék 
féqvtttion{t)tdiiimvatettnriette»etfim€»de m, pareaeemi^ a=:^. 0» 

tf6lcetti dev» résultat» de signes contraireê, M pourra m «e«el«fw Ciqwitim «dmi 
an mains «m rocsiM réeUe eom/trisù-Mir^ m st ^, 

Dimonstration» En eflet concevons que l'on fasse varier x per degrés inaettliUas 
depuis la liiiu le xzsa jusqu'à U limite »=é> lepremier mombre de féqiittiov 

()) , ou le poljnomu 

(a) • + + + 

rariere lui-naéaae par degrés juedaiUae, «n- oooiemnl vm valeur fliiie».iiMia dema'- 
ttiére h chsnger de signe; et il est dair qa*il a^évaneiiifa au rnement il peiaeni du 
positif au néf^tif , ou du négatif au positiH 

CoroUairo 1. Il est bon d*ol»serfer que lé poljaome (a) peut être considéré ooomm le 
produit des-deux fitcteurs 

(5) ^ (4) » + T+;^ + - + lF=r+F' 

(lonl lo second diAère Irës-pnu de Tunilé , cl j»nr suitf» rrsto postiif. qnnnd on [ iirilmeS 
la variable x uue très-grande valeur numérique. Cela po:ié, comwc l'aulre facteur 
se" change de signe avec m; dtons leceeoii lê dogré 1» est nn mMBilwe iMpair,-il 
suffira évideannent , dan» oe cas r d'attribuer è la varisUe m deux valeurs de la fenne 
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« désignant ono qaanlilé positÎTe lri;s-considérabl«, pour que 1p« valcun corrwpon- 
danlc» da polynorae (2) soient affectées de signe» contraires. Donc aiors ré<jualion (i) 
admollru au moins une racine rijcile. 

Corollaire 2. Si, le degré n /Mnt un aombre pair , on désigne loujoura par a 
une quantité positive trèa-constdérablc , le polynôme (a) ou le produit dei fiicteuf* 
<4) mjéviaaiiMMiil potturpour . ossb^^a. Si d'aUbata h qoantiU K est véfptàfn, 
Ispoljnoiiie (s) deviandra [^«piliC paw «8b«. DoBG Él«n«epol|iimc1iiDgen de 

-i%ne tandis que l*«n Jerû vamr x soit enlie les limites x = — a . x = o . soit 
entre les limites a: = o , x — a. Donc par suite l'équation (i) admettra au moioa 
deux racines réelles, l'une positire. l'autre négative. 

g.' Taàoa&MB. Supposons qm^ dans Upolynomt (2^ , A dernier termeitant négatif, 
les termes positifs , s'il en existe, suivent immidiatemct le premier terme. ViqwUim 
.(1) admettra une racine réelle et positive, et n'en aura quune de cette espèce. 

ùémaiMrttiia», Sciant 

ff » p» f > . 

les râleurs numériques des coeflScients 

A, B /, K. 

fin «wta de lliypollièie admise , i'équatioo (1 ) sera de la forme 

(5) «" -fp,*"-' +p.«"-»4- ••• + P««""'" — f-+'*"~"'~'— •••-"P"-«*""P»=°» 
m dtant nn nonbn entier iaftrinnt An., D'aUlenn le po^nowe 

(6) #■ + f + p,«"-» + + N»**"* — P-.*»»*"""' — «• — P»-»* — 

.-eit le produit des deux facteurs 

et U est clair ^ne . ai l'on lait croftre » . luv degptéi imenriblo», mai* indéfiniment » à 
partir de «sso* regq^ieaaion 

(9) -f ...+p- 

CNlln«apaaaBBtdelaWle p^ àri«inpMllif,tandii^reipraMion 
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■ 

décroîtra co passoiti <k i'iulini positif à xéro. Donc alors la ëME&reoee (6) croîtra «ins 
cflMe . on paMtnt 4e fcafldi' foMtÊ k nufiai tt^galif. Dooe- MM AIMiMiie^ iTiifMNmni, 
mai* me fob Maleiiwnt , pour ahe Valeair poaHHeée^ x , et Vtm fmun w 4ire«eUât 
du polfnem^) ferlUD le pfemier Msim t'-j^eli e » < 

CwoUairt, Iaoriqn*oo supposo m=s o , régalien (5) aa réduit à 
(il) . «" — p.*"""* — f m**-* — «. i— f — p. s o : 

Doue celte dernière admet une racioc réelle posiuru, et unn a qu'une de celle espèce. 

liOnqiio les copffîcîcnls de l'ikjtialion (5) ou (n) pont donriL^s en nombres, on peut 
aisément déterminer la racine- po^ilivo dn cotto équation avec une approiiniation au»si 
grande qu'on le juge cooTcnublu, ù l'aide do procédi^ f^emblablcs à ceux auxquels on a 
rccourà dana Teitlrai^om d«a raciuoa oarréea«t cuMqaei. n eak d*«ineun focHe de trouTer 
une Unité aupérieuve à le racine dont il s'agît. Oo y pmiendn en particttlier poiw l'é- 
quation («t)t en anifant Tuoe dea mélkodea que non» attou» eapeaer. 

Soient p to plu» grand doa eoeScîenla ' f,» f« * , p et » la racine 

poaitire de l'équation (t i)^ On aura 

cl par auito 

00 «ce qui feront au mâmOf' ^' j* " 

m 

» — «<P — ^<f» 

(.3) • ■ • ►<P+».' • ' • 

Donc ta racine postiife de F^nàtlon (î'i) «ara InférîiiBM en ptuà^giaMl de* «pnnlirtcM 
(i4) + f^-f»» fs-i + i», + 

De l'équjilioQ (is), préacntéa4«HU ia^otsaa. . ; " ' . 
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<i5) » — V^;^^"'^^^^!^* 

■ 

«0 conclot encore ^e hi nppori* 

doîvenl èiro on épm. entre eux et à ^ . ou les Vie «upérienr» • le» entres inténears 

I ~. DoQC par suite les repporu 

, , «p. "f» *P— ' "P" 

ll7j ^^^^ - I ■ • 



deifeai étve ou égaux, «o le* uns snpirieurs. les antres inférieurs k ranité; et Ton 
pourra en dire aulent des eipreisions 



J — r"'"rt-*=rj ; . [—] 

Qr il en résulte évidemment que h racine » sert comprise entre le plus petit et le 
plus g,raiMi des nombres 



(.») 



Observons maintenant que , si tlaiM ie premier membre, ilc Téqualion (i i), on attribii« 
k la Titriablo s une Taieur positive quelconque désignée par r , la valeur corres- 
pondante de ce premier membre sera 

■ou, ce qui revient au même» 

rolx^îi Il M 

Isoj r i 1 — - — ■ — — — — w.. — . ——ri» 

* ' \ r ** f"*— • r* } 

Or le produit («o) est composé de deux facteurs qui , pour des valeurs croissanlcs do t , 
croisiMit Thu «I Tisiitiei et eoneesgeot, ie premier vers N timile « , le second vers 
b limite i • Boao ce ppeduili^^Éi s'ésnnonit peur i* ss « , deriendra p<nitirdls-qne 
i*onaura r>v, parexcmplo, lorsqu'on supposera r=p-|-i, on lorsqu'on prendra 
pour r le plus grand des nombres (iS) : de plus , le produit dont il s'tgit ou le JMif> 
nooie (19) deviendra infini pour des râleurs iofioies de r. 



V 
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S S- Sur la fMtcMK du iquaiîottê de degré qucUonqut à eocffiei^Hts imaginairu. 

CwMàéma» comme dans le $ 4, no» éqoatioB iln degré n, mtii à i fifffi fiînmf 
imaginaires. En réduisant h codCdeat dp premier tennei runité« pn nmtaera enfoore 
celle équation à la forme 

Sculcmnnt les constantes A, B,,.,I,K, et les voleurs de x projWei i ^*|iep 
réijualioa (1), pourront 6lrc imaginaires. D'ailleurs, si l'on déligne pir pJ^qjJ^ 
une valeur imaginaire quelconque allriliujàe à la wiable , et p^r 

f • » f»* •••■P»*.i.» f»0 r, 

les modules de» expressions imaginîMrea 

k module da polynôme 

aere [en verttt des ihéorAoïM a et 3} égal on ioiSIrieiir k 4a tomme 

* 

et par aaile le modale da pelTiiome 

(4) *-+-<'^*''-'4-**— 'H 

encera le théerCme 9} aéra égal 00 aopérleor » la dîfBraiee 
ri»-^r-.-p.r— p.-,r^^., 

Joraqu'elle «». pejiUfe. c'e.1^^^^ r- de surpassera celui 

da polynôme (»). Or 1 «pression (5) eeqom »ae «akor po«Ilfe el diffifanto de xéro 
[voyez eS4].d&.q«eJemDdole r defiendim aupfcîetfrà la quaiitfiépealtiw » «d 

vériGe l'équation ^ 

■ • 

jwremmple^Jonqu'onpreodrapoar r le plus grand des nomjbre» 
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0tt ie {tliu grand ierme de la suite 

(•) rfp., (ii>o'» • •(''p«-t)""»' {»?-)'• 

Donc aloM le module du polynôme (/,) , 6tant égal ou supérieur à Texprcssion (5), 
acquerra lui-même une râleur diflcrentc Hc zéro. Donc l'équalion (1 ) ne puui Titre vérifiée 
par aucune valeur de sa dont le module surpasse la quaulilé Ajouious que , si lu 

module r, d«Teiuint supérieur k f , croît •□•delh do IabIo liniic. oa pourra en 
dire aotant de l'esprewion (5) , el, à plus forte ratioii, du module do polyaome (4). 

CoacevoQ» maiolenant que l'on désigne par i^-^-Q^^ la valeur du polynôme (4) 
coRcspondanle ft «=:p 4-9-1/^7. et par R le module de resproMioii imaginaire 
P+Ôi/T. D'eprès ce qa*0D vient de dire* le module Jl croître indéfinimeni avec 

p» Donc les plus petites valeurs de ce module correspondront, non à des valeurs infî- 
nies , mais à des valeurs finies de r et de m* D'ailleurs . si l'on atlribue h, Ja variobie 
m une valeur dîsU&cle de p-^q , et représentée par 

p + çv/TH-»-, 

le pol7iunii»(4) m trantromieni en une feaetioa entière de a dn degré n , mvoir 
qoi pourra 6lre préaenlée font b forme 

(10) P+Ç|A+(f.+<?.V/"0*+t'*»+<?»V^"0''+--+C^»-.+<?--.V^"0*'-'+»% 



P, » P% « •••• P—i • Q**Q*» <?!•-• délignant encore dea quantités réelles. Cele 
pesé, admellons d'abord que l'expreMion imaginaire P, + Q, v/T ne loit pas nulle. 
Alors , dane le peljnome (10} » la somaae des deux premiers termes s'évanouira , si Ton 
plrend 

Ibis, «i Ton prend- 

t* déligimM une quantité poailive très<peu diflG&rente de léro , Ja même espresiioD de- 
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\ icn<!ra uuu ioacUou euiière (le < qai oiErira p oar prejuior« terme» lei deux cxpnsMioa» 

luiaguittircs 

Dwc » «i IW diviie oellD'iùiietioD de « far P ^ Ql/H* * le qaoliflot wra d« la 
fonoo 

coppofiikt la variable s délermioée par la fomule (la) * 

= (P+<^|/:»)(i — •^r.«*4c.< »+... +<•-! «•) . 
D^ayiN part » al l'on oonHaa 

bi modules de» expnMaioo» imagiaaiies 

oo prouveru, ea raiâuuuaul coiumo ci-deft&u« [page 87], «jue lewodulc 0 du pulyuoiuc 

(â4) i — f + c.f» + •••+'»-■«'• 

eit iofériaur à k louune 

el vérifie an conséquence la fomuite 

(*5) • •<i--'«(i— »,•—»•«• — ...—ii^^.i"-*), 

dé» que l'on suppose t < 1. Eiilin la furiu.ulc (i5) donnera évidciuiucnt, pour de 
trèa-pclilei rataara de * , 

(16) o<», (17) ejl<it. 

* 

For conséquent , lorsque A ne uni pM nul » on pourra choitir • de manièrB que 
lomodole «il de râxprestion'(i3) deaMare InfiSrieur I Jt. Donc» fi TexpresMon 
imaginaire /*> + OiV^ ne s'évanouit pa» . lu plus petite valeur dft Jt ou le plua 
petit tQodule du polyncme (4) ne pourra di£Bker do «ère» 
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ÀdmoUons ^ prè»cnt que P, Q»^^ «'éranoaifsc, et fuppotoiu qm, parmi le» 
«xpreuioo* imaginaire» 

I 

la première de crlles qui oe sont pas aulle« corresponde ii l'iodice m. Alur&, dam lu 
polyooine (tu) réduit à la forme 

P+Qia +(J>»+Ç.V^.) v^i)a*+* + ... + {P*-A + <?— . t/^o *— • + V 

la somme des deux premiers lermes s'éraaouira , si i'ua prend 

(19) «s=«, 

C désigoanl une valeur de t propre à vérifier l'éqiiaiion binôme 

(.«) ..,.-^^^<'v/r. 



Slais » ai Ton prend 

(ai) «=r tC, 

I élnnt une qunnlilc positive diflerenle de zéro, le polynôme (18) dpvicndrn une fonc- 
lioD eolière do * , qui offrira pour premiers lermes les deux expressions imagiuairei 

P + ^V^. -«-(P + Çv^). 

Donc, si l'on diïise celle roucUoa de 1 par Z' + Çv'T . le quolienl »ern d«- h 
foriiic 

tt, , (l4«i|;M0l dea coefBcîeiilSTéela oy imegÎMln» , et l*on Irouvera, en 
«uppoaant la vandale s délerminée par l'équalioD (ei) , 

D'autre pnrt, «i Ton nonmto 

«I > *» » ••• **— "» 

les moHiilc» rie» exprcMioot îmagifiaires 

IV.* AxHia. *4 
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on s'asturera , en raiionnant oomme à la page 87 , que le module 9 Au ^lyaoïne 
(«4) I — t" 4. «,«••♦• + ... 4. «^..»<" 

vérilie la formule , 
(a5) •<!— — — 

lors'|u*on siiupo^e, î < 1 , rl devii nt pnr suite inférieur & l'nniié, lorsque t difl^ro 
liés peu de icio. Donc . si li ti'csl pa$ nul, le module 0^ ilu Texproasion (uâ) sera, 
|ioiir 4e trèi-petitea valavn du c, iofiirienrà A. Pto conséquent, 'lanaThypethèie 
ndmiao, la plue petile Teleur de B 00 le pli» petit module «lu poljmome (4) m réduire 
encore h séro. 

11 Ml deoc prouvé i^ae, dan» tout lea ce», lee vtlean finies de r et de as • pour 
le^quellea le module S de¥icnt le ptua pelU possible , font évanouir ce module el par 
suite le polynôme (4). Donc îl cxisic nnc ou plirsipiirs valeurs linics de x propres à 
vérifier l'i-qualion (1). Kn d'auiros termes, celle éijualion admet uécessaireioeol uue ou 
plusieurs racines soit réelle», soit imaj^inaircs. 

La métlioHr par laquelle on ticnl d'établir l'existence des racines réelle* on imngi- 
naires ilcï équation» rie degré quelconque, peut eucoro servir au calcul numérique, de 
ces racines. Bn elTut , nonuiions x, , x, les deux vuleurt. de m dHleiSttS désignées 
par p 4-7V^T et p4"f t/' + s- Vow <|ao lo module du polyoomo (4) dîmiauu- 
tandis que lu vnrinblu x passera du kl valeur x — Xi à la valeur x — x,', il sut* 
lira do choisir lu nonihic i , i\c mniiit rn rpic lo ïcloikI incdibrâ de l;i lormule (t5] OIS 
(sâ) devienne inférieur h l'unilé, a par cousé«|ucni de manière c|ue l'on ait 

(26) a,i+»,a»4-..,-l-n^,i«-»<l ^ 

eu > 

Or la condition [iCi) sera remplie , si l'oD prend pour « un nombre inRtieur à lo r»- 

cino po»ilivc unique de l'équotion 

(48) iifci+a«i»4-...a,p„a*-» = s. 

D'ailleurs cette équation , pouvant s'écriro comme il suit 
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(±)-=.,(l.]-+,.(|)-'+...+^.^ 
fournira une valeur pMiiire de ~ inférieure au plu» grand des notiilfres 

ûin$i qu'à la plu» grande des quanlilé» 

(voyez le S 4], el iMr coDaéqueol une valaur jiosiUve d» * inférieure au pliw pelirde» 
rapporU 

TTT» TTT" » 

tùnti qu'à ta plu» petite de» quantité» 

Donc le plu» pelil terme de la suite (3o) ou (3i j , «-lunt pris pnni i . rënlicT» l.i con- 
dition (■'iG). De même on vériHer* ta ^idilion (37}, en pn^nimt pour i un Mouibre 
iniSmor i la radne poailife imiquo do Téqnalioa binôme 

X 

«111 le )>ius petit terme do Tune quctcomine des doux suite» 

' ' t 

^ ' + l ».+ » ««-«i+l 

Aiui-i . <lâns Ions lf>iicas. nprès avoir choisi arljilruircmrnl lu vnluur <lc x ci-ile!>aiuii 
reprc»en(cc par x, ou p i on pourra du celle prcniii-rc valeur nu ccduir.; 
une aecondo qui fournisse an moindre module du polynôme (4). Gela posé . i>î l'an 
répèlo plusieurs fois de *uito l'équation par laqoeUo on déduit a;, de . on oliticnilra 
évidcBUAont une d^rie de valeurs flnie» de x auxquels correspondront de» RMdulesde 
plus en jtiu* pttiii du même polji«oi|ie. cl ù l'on déiq^ne «es valeiur:» par • 
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(35) Xt, 09» 0%» fl^ » » 

lu limite Tor» laqudie elles eoDfergeront» tandis que le polynôme (4) «'approelkera indé- 
finiment de séro, aéra certainomeDt une racine de l*équalien (i). . 

Soit mablanant a une racine réelle on îm^naire de Téquatloo (i). Oo anra tden- 
tit^oement 

(56) ,-+^«— fc./a4.JC=o, 

ou t ce qui revient an même , 

jK ~— a" — Ja"-' — Ba'-^ — ... -- la , 

el par tuile- 

X' -f Ax- - ' 4- Bx— 4- .,. + /x 4- iC 
Comme on a d'aiUeura ; en déiiguaiu par m un nombre entier «fuelGomiafl , 



(3$) «"•^«•'=:(« — «){«•-' 4-ajf*"— +.,.+«••-»• + «'•-») , 

la formule ($7) donnera évidemment 

(59) 

I (•—«)[«■-•+(«+ ^)»»-»+(*».+A+«)»"-»+...+(a'»- •+^«"— +B*'-»+».. +1)].. 

Donc le polyiDrur , qui esl du di-grts n par rapport h aj , peut touj.ouri éire 
décomposé ou deux fnclcuri, doul Tua soil linéaire et dn la ferme 

(4«) * 

riiuire étant uti noureau pol^oorne du degré n — 1 et de ia furiae 

(40 »+(«+^)«— +(a«-f:rf«+jr)»»-»4...+(a'-'+^*— +B.-»+..+|J. 

De plut» en détignaot par b une rdcine réelle ou imaginaire de l'équation 

(4a) +(«4^ ^)*— M-{«'4-'«+*)*"^'+..+ 

on prouvera encore qtie le polynôme (4i) peut être décomposé en deux facteuri déni 
i'un soit £ — b » l'autre étant un polynôme du d^ré n — a et do la forme 



I 

Digitized by Google 



Donc le poljDome (4) «era ie produit des facteurs linéaires «b — a , x—-b, par ui» 
poljmoms du degré M — « . Bn eonliDuaul de la iiiènie maaière, on prouver* défini- 
lireoMiit qoe le polyannie (4) est le produit de n faeteur» linMrei et de la forme 

(44) « — a, «c — b , ... X — i , 35 — fr 

par un poljuonio du dl^rézéro, c'est- è -dire, par uoe consl^nlc; cl. comme oeUecoM» 
tante devra se réduire an cooflicieiit de as" dans le polynôme (4), par conséquent fc 
ruoilé, oo trouvera 

(45) + ' + -1- + /« + K = (• - «)(» - b) ...(« — i)(* _ I) , 

Doue l'équation (i) pourra toujours <Hre présontéc sous la forme 

(46) («^«)(«^è).».(« — 0(3! — A)=0» 

a , b , ... i , k désignant n constantes réelles ou imaginaires. Mais on a démontré 
[▼oyez ie 4** théorème] que le produit de plusieurs facteurs ioiagioaires ne peut s'éva- 
nouir «fu'aulant que fan de œa laclenv* te réduit à séro. Donc toute valeur réelle on 
imai^aîre de « . propre à vérifier l'équation (4S) , eoïneîdera néeeiaairement avec 
runç dea valeura du « délenniiiéee par lea fbraaulee 

(4;) S— a = Oy m — 6sbo» sr— .seao, as— >A=:Or 

c'est ll-dire, avec l'une âoa, constantes « , b , .... t. k ; et, comme chacune de rcj 
COOtlantes est évidcmmcol radoe de 1 équation (46) . ou pourra énoncer ia proposition 
aoivaate» ... 

10.* Tséoalm. QuaMw f ne §»ieiu kt «nfeitre riett$$ on le» wikmn iimginairêê à» 
cet^eâattfa A , M»..*i , K» ti^aoUén. (i) a fMt/oNi*r n ri«>»i«| raaffc» e« ima- 
ginairtt , al n*en taurail avoir un pUu grand nombre. 

De plua on déduira immédiatement de la fomnla i^&l Mi antre théorème. 

1 1 .* ToàoaàMF.. Si Con désigne par a , b , t . ... i , k les n racines de C ni na- 
tion ( I \ le premier mombrc <U otfi* iqwuion ou fi^fynomo (4) arm U produit dei 
facteur» iinéairtê 

(48J a>^a, x — b,...x — 1^ « — h. 

Observow encore que, ai Ton développe le fécond membre de Téqualioii (4&}, elle- 
devkndm 



( w ) 

ei que l'oo Up«r« de la fonnule (49) , en ajaot égari «u théorAne 7 . 

•t + w 4. ^.a^-Jtf+^.^+Aj + MH— — * i 

etc 

flAf m — JCa 

Or o<'» dernière* équoUoos coinpreoneol évidcmmeot un Ihéoréote <)ue l*oD pout éitoocer 
connue il suit. 

I TuÉORKilK. Lortijuc, dfiaf une cffiiation du degré n , le coefficient du premier 
teràte e»l réduit à Cuniti, les eœffieientt du second, du troitiime, du quatrième,,... 
dit dernier terme ^ étant fris aUetnMîvemeiU tntee te <%n» ^ et avee te signe + » 
sent respeetivemeut t^aux à ta somme desmeiiieat ett awb sommes deeproduita qu'on 

ùbilcni en multipliant ce» racines deux à de«œ, trois à trois, etç. , ou enfin ou 

produit de toutes la racines. 

Lorsque deux on pln^îmiri dus coniitantfis a , h , r , ... sont (^gnlfs entre elle», le» 
faciour» linéaires correspoodanU devicoucal égaux, et l'on dit ^uc ré4}ualion (1) « de* 
racines égales. 

Lorsque* dan» le poljootnc 4 . cocflUcicnts 4 , B , .... i , K sont réels, ali>r», 
en «iilMlilwuit •nocMMr««iNil> dea» pnlyuaine àem valoitn 4e m iuiaginaire»', mnrn 
coii)uguéee Tane k Taulre, par exemple» 

(Si) aj=j»+.9^, a5=;»^9V'T. 

on «lilienl évidemmeat pour ré»uhftt* deux -nouveUei espr6Mioii«'imtBiiMirM» qui toot 
«•ncete conjuguée* Tune A l'attire ou dé la forme ' 

Q étant des quanfilét'réollc*. 0*aîlleiira, poiirque cbacune de» expreMiem ($«) 
^>vanouii»e , il sera nècestaire et il «ulTira que Toa ait 
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Donc ce* <\fiix expressions ne pourroni s'évanouir l'une «ans l'^iuUr , ut *i l'éqnisliot» (i) 
oii'ro, dm* i'hypollièsp iidinr^o, une racine imaginaire do ia fomio p , r n 

nflrivB «M MNtfMidtt oonjiiguéo à la preoiièw ou de In ftfrtno /j — 9 ^/IT. DftM Id intne 
4»t , oem 4c* radevr» linémrea » — « » <e — > 6 , «le..« » qui oorre^oiMlfDnt à Aras 
iveilMii imagifiaîrw cMiofuiei, feront eux-niéaMi ooti)egi«te enire em ov 4e la forme 

el doBMffeml peur preitait on iîtcleur réel 4a tMond degré, savoir» 

(55) (x— + 

Ces remarques fuuiQis»eitl les propositions «iiivctnles. 

i5.* TilÊoaKVC. Si, dans l'équation (1) , les coefficients A , B , ... I , K smti tint» 
rtéU , ettte éijuation nadmeUra fjuun nombre pair de racines imaginaires qut , firiacs 
iUuM à deux , seront conjuguées Cune à taoire, 

THioRÊMR. Si, dans h polynôme (4) • lei coefficients A , B , .... / , K. sont 
ftfiw rieh, ce polynôme tmt MeomposabU on ^elown riok du prtmSor ou du oteond 
dogri. 

Le» deux théorènes qui précèdent «'Alendent éTidemineiil k l'ëquatiou (76} du para* 
2r«p]iei»etau polynôme ((ui forme le premier membre de celle équa lion, c'est<k-4ire,àUNia 
les polynômes dont I<;> coeIKcienU «ont réek, ci anx équalioiu qu'on oJ»lieiil eo égalant 
cea polynôme» ft zéro. 

^ 6. Sur la tUurminuùon des fondions .symétriques des r.icines d'une équation 

tionnce. 

(0 + -I h/« + Jf = o, 

dans laquelle A, B,....I, K désignent des constonle» réelles ou imagiu.iin's. Si 
Tea Boniine «• k » e,,.» 4» », k .le» racine» de celle équation, l*on aura . cnume 
en Te pronté dao» le $ 6. 

/ a4.6 4-<r-j-..._|- , -^/. — _ ^ , 



W 



«le. 



abe...i-{-alH:,..k -|- ... -f- be...ik = zf:l , 
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8oii (ndaloiiant V uqa foncUoo entière «kcbaoune dM ncinct 6» 
qtii t comme lot preini«rt memlire* de» éqiittioiw (•) . nt dMOge pM de Tikiir, quand 
«n.échtng» enti;e ellee ces witnet racines. V lera œ q«*iNi appelle uoe fonction tj- 
mélrîque Ae<i racines do J'équaliun (i), cl l'on pourra, »an« résoudre cctU; équalion , 
dôJuirc b valeur (lo U des râleur» supposées conoucs de* ooefficicaU yi , B, C,„» 
J , K. On y parviendra m effet très-aisément à l'aide de la proposition «uivanlc. 

iS.* TnioKKiiK. Hoient a, b, c, les racituë suppotù^ inégales de Céquation 

(i). Concevons de plu» que V reprdientû une fimùtîom ijrmitrt^w de ctê racines, et 
qw, futr un moyen qttetee$tqve , on ait tranefbrmé 0 en une fmMion entière de « * 
dn degré m « âavoîr, 

, !ÏÏL éiant de nouveaux eorffieients dont les valeurs se déduisent de rclUt 

lies coefficients A , B , ... I , K. Si l'équation (3) subsiste tandis quonj remplace 
tu fWfltM U par Cune queUonque des nteiiue 6 , e , H»..., le j>olynome 

(4) .ç«*'+arL-i'— +...+5«+6, 

diviU par i» fonetien 

(5) «• + J«"'*'^J»«*-^4 l-ii + 'C» 

fournira un reste indcpeudant de a , et ce reste sera précisément la valeur de V' 

Démonstrntio7i. En t flVt , dans Tli v|joiliL-.se admise, chscuno des racines a,lt,t, d»,, ' 
de k'équatiou (i) T<^iii«ra cufioce la Ibrinulc 

D ailleurs , si 1 oo désigne par 

■» , 

(7) X»*-* 4* 'h— 4* ««•+"» "* 

le rnsle de In division du premier oietnbrc dr la fr>rmuIo (7) par le prvniieP membrt de 
l'équation (a), la l'oruiuie (6) se réduira «inipleuiont à la suivante 

Or ceuc dernière jie pourra être qu'une équalion idenliqae, ea sorte qu'un ^ura néces- 

K.iiri'uieot ' 5 

(9) i = 0 , = o , ... ( ~ o , 
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et 

(lO) T=17. 

» 

Car, s'il en était autrement, la formule (8) serait une équation d'au degré inférieur à 
n, et pourtant elle admeltrait n raciues a, b, c, d , ... ce qui serait contraire 
au théorème lo. Donc, en dlvisaotle premiermcmbre de l'équation ^u) par le premier 
tùtmhn de l'équalioa (i) « et pw eoniéqiieDl le polynôme (4) par lo polynôme (5) , on 
obtiendra un ntte r indépendant de » onde a» «loereate.envertudeh for* 
nulle (lo) , «era prédidmeict la valenr de If. 

Pour montrer le parti ^ u'i» pent tirer du tliéoréaie i5 , eonoefoni d'abord que Té- 
qna^n (i) toit du Mcood degird* et te rédniw à 

Lm deus ndnei « «I 6 de eelle éqnaUen idrifieront la bnule 

(ts) rt-j-6 = — Al 

el, «i l'on désigne par U une fonction symétrique de ce» raeînei, il «nffira de anba- 
titoer k la ndoe 6 la faleur tirée de la lonDule (la) , lareir , 

(i5) 6=— « — ^, 

pour chaîner O ea une fonctioo entière de la aeob racine «■ SoiA 

(5) jÇu" + 5ït«*-» 4- ... -I- g * 4.'6 s^! IT 

la fonction entière dont il s'.igil. L'équation (3) continuera évidemment de subiister, 
ainsi que la formule (12), tandis que l'on (^chanîrera entre elles les racines a et 6. 
Dooc , si ces racines sont inégales , le polynôme |^4) » dîylsé par le trinôme 

fonmtra [en vertu du théorème i5} uu reste iodépeodaat de a» et ce reste sera pré • 
eiiémeot la valenr de - 17. 

Il est bon d'observer qu'eo substituant dans U la valeur de 6 tirée delà formule 
(19) . OD obtient ponr récoltât le mte auquel on parviendrait en diriient V considéré 
fonofion de 6 par le trinôme 



IV.'AKRàB. ' ' i5 
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Donc» pour cileahr la nleur d'une IbDeUon syméiriqna V dei ndnet a, 4« 
l'équalîmi (i i) • tupposéet in4^M« il tulBt de ^iaer i.* t) couaidérd comme bnc^ ' 
lien de b par le iriaome (i5), t»*]e Mite de la dimîeu eoniidéré comme Jbaciiou de 
a par le irtnome (i4)k Li néttVQaa nUe, «inii déteraitué; Nce préeirtmMi t U talear 

«iwvebéede- >' « ' . « . . 

ConcevoM maintenant xpA l'équalion .(i) » étant <lu troiti^aw degré , «a réduite i ' 

et soient a, ù , e le» froia .rfidnet de eelte équatioa «ippeféei iaégaki antre ellea* 
On aura identiquement 

(17) a« + ^4i*+JI» + €; = e, 
ou, ce qui revient au même , 

et par mile 

Ax* + Bx + C = — A{x* ^a') £{ai — a) 
(a» — a) I?B« + (« + ^) • + («• + ^ + J) ] . 

Donc l'équation (iG; pourra élra pré£cotéo tous la forme 

(18) (»-,*)C»» + (»+id)i»4-(«*+^«+i?)l=^o. , 

et celle qu'un obtiendra on la dliùaiit ^ar . x-ra , aaroir , 
(»9) •• + (a + .f)(e4-(«' + ^ + iO«=«' 

aura pour racioes 6 cl c. Cela posé, soit une fonction symétrique des racine* 
a, b , e de Téquatton (16). Puisque l'équatloQ (19) est du second de^ré seulement, 
on déterminera aana peine la valeur de V considéré comme fonction symétrique dea 
racines A et e* per la mélliode que noua atoos appliquéeà la délerminetion dea fonc^ 
tîoni aymétrique» dea racines de Téquation (ii)* On j parviendra en efièt.ra diriaent 
V comidéré comme fonction, de e par le polynôme 

puia le raaie considéré comme fonction de b per Je pelfueme 
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LoTCfledsiâiioiifeliediTiiioiiMrtDiwfoiMtioQenUèrode a, qui, divisée elle-même 
par le polynoine 

fournira uu troitième re«le iodéjpeadtoi de «t ce tcoititaie renie Ml« la valiir 

cherché* de U . 

11 est important d'observer que. pour obtenir les polyrionics (22) , (21) , (ao),il suflit 
1.' do poser a: 3= a dan» le premier membre de l'équation proposée, c'e«t-à dire, 
dené 1« iboeifon 

(i5) 4- Jx' Bx C , ' ' ' ' , . 

' ' ' ni 

S.* de retrancher le résultat ou le polynôme (as) de la fonction (aS), de diriier Jenete 
par X — a , et de remplacer, dan» le qaoUeot ainii ibrmé, savoir» 

(«4) «» + (« + //)a: + a'+><a-hi?, 

la variablo x par la lettre b , 3.* de retrancher la nouveau résultat ou le polynôme 
(ai) de la fonction (■>/;) , <Ie dirîser le reste par » — b, et de remplacer, dans le 
quotient ainsi formù, savoir, 

(aa) x-^b-^a-^A, 
la Tariable a» par la lettre c. 

eaeàrttiqm l'd^aalion (1) > élnt da fintritae degré, ae féd|iiee k 



* - 

el aoieiit a , b , c , d les quatre jacimt de celte équitloD, rappeaéei în^tea enlre 
Oa «iffe •denlMMmeiit 



(»7) «<-l--rf«» + A»« + C«»+'l>=5:o, 

«Ml , ce qui revient au laéme , 

i> = — a* — ^« » — i»« ' — <7« , 

et par suite 

»*-^ji»*'^Jhf^C»'^Ù =se« — <i« ^ A{»* — «>) H- •*) + 

= (»— a)[a!» + (« 4* + («' + -Al + («• + +JB« + C)). 

I>oac l'équalîoii (aC) pourra être présentée aoiu la forne 
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(a8) (« — a) + + + («• + + (tf * + + i?a 4- C)] = 0 . 

et edle ^u'on olrtiendra , en la divisiat par 0 — « » lafoir , 

(•9) «» + (a + if)(D« + (a* + -ria + iJ)as + (a» Aa* + Ba-^ C) =0 . 

apra pour racine» A, « el cl. Gela poté, aoît -V une fonetion tjinttri^ué de» ra- 
cines a , b , e . d' deTéquatien (a6). Puisque l'éqnatien (>g) est du troisième degré 
seulement , on déterminera sans peine Ips ni s de U considéré comme fonction sy- 
métrique dos racines b , c , d par la mélhode que nous aroa» appliquée à la déter- 
minatioD des fonctions sjmétri(|ue8 des racioos de l'équation (16). On j parviendra en 
sfièl en diriMnt, U comidM comine fi»cticii de <f . par le polynôme 

(5e) + * + 

puis le re»tc considéré comme fonction de o par ie polynôme 

(Si) . «• + (A4.a+^)e+&«-|-afr + «-+^(6+«)+^* 

puis le nouveau reste considéré comme lonclioo de b par le polynôme 

Le troisième reste que l'on trouvera en opérnnt comme on vi^nl de le dire cera une fonc- 
tion entière de a, qui , divisée elle-même par le polynôme 

(58) «<+^«* + Ai- + Ca+i>. 

fournira un quatrième rette indépendant do a ; et ce quatrième reste sera la râleur 

cherchée de V , * ■ 

Il est important d'observer que, pour obtenir les polynômes (35) , (-^a) , (ht) , (ào) , 
il suffit 1.* de poser xsa dam le ptenier membre de l'équation propoide , c'eiM- 
dire, dam la fencUon 

($4) 0»*4-itf«'+JSe* + ra»+'J), 

3.* de retrancher le résultat ou le polynôme (55) de I1 fonction (34)» de divber le reste 
par 10 — a, et de remplacer dans le quotient aiu»i furmé» savoir, 

(55) '^)«* + («' + ^« + + («*•!- ^a* + Al + O * 
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h variable m par la leltro e , 3.* de reiranclier le DOUTeao rétoltat oq le pol jnome 
(3s) de la fonction (55). de dîviter le ffeilo|iar , al de raDplacer dam ia 

qaotiank aiiui formé, MToir, 



■ \ 



(56) ». + (* 4.« 4. ^)«+ + + *) + iï 

la rariabfe as par la ietlrc c , 4-' "^'^ reirnnchor le dernier résultat ou le polynôme 
(3]) de la fonction (36), de difiaer le re*t*>fâr . « — a . et de ramplacer dans le quo- 
tient aimi formé . laToir , ' . >^ - 
(37) ■ ' ■ œ^e + b + a-^A, ' *' 
la variable x par la letlre d. 

En continuant de la m£mc manière, on parviendra généra Icmcul à déterminer le< 
flwllmu «ymltriquet des racioea d'aiw dqoalion de d^ré quelconque , et l'on établir* 
nntf pellfe'k ce io)èi le théiMnie qoe DoiM allona Anoiioer. 

Ti^Mh& .Saifnt », b . e , d .... h , i , k kiwamàtê dé tiqmattfin (1) , 

• ' ' a ' ' ^ 

le premier numbn à eeUc ùjuation , et V una fonction tjm^rique de$ roeineê a , 
b , o , ... h , i , k» S^ÊiUd0ft$» ' ...)'•, ' 

m) «^» iib« ::0»<»5. dC 

Us polynomcê dam IcsqwtU se trtmsfonMnt x,' Ut fonction . P ^uand on pose x = 0 , 
s.* ta fitnoion 

(40) «=-7r7^' ' 

quand on pose x — b, a.' La fonction, • - 

(40 »=^. 

fiMiufMpew »^Ct ^*btf^n/oUtn 

«.) 

quand (nipoic » = d, etc.... Pour déterminer la valeur de (a fonction i^métrique 
Vf il suffira do diviser i.* U considère comme fonction de k par U polynôme 



(tM) 

(45) . . . ^L«A,pf^4-^4■«•w4-••i>*•4•A'4-><- 

a.* U rtfU ea m id M «omm* fmetian tU i par U polynôme 

^'.U 90HV«*it ntH^ efndàeà eomrm-foneti*!^ 4» A par iepoiynonxt ^st:À'4-...» 
etc.. ... Lêê diffiraUM rttUt «nui ohunu» feront indépendant* , la premim de !■ t atàm 
kt le eeeend de la raeùie «, Ir Q«âif40« cfe Iftiweine A« «10;, etUdermetdn 
toite êem firéeiiéÊnênt la valeur dierehie di V. ' 

D*«prèê ee qui « été dit.cl'4l«fiiM,.U aernble, au premier abord, qy'oo démit m- 

Ircîndre le théorème 16 au cas où. Ie& racines de l'équatioD (1) sont inégales entre etlw» 
Mais on Joïl oLscrver (ju'en dnmîère analyse In v;jleur de {' , d<5duite de ce thtkirême , 
sera une ff rc'ion f^cs coLilicicins A , B , ... I , K ; et même une fonclion cnlicrc , 
puisque, dans cbacua d«» potyocines Oti ^, ^* ëtc«.., le premier terme a pour 
coelGeieiit THiuté* DéiignoiM |Mr O cette fooction entière, la fommle 

subsistera lorsque les racines a, b , c , .... h , i , k seront inégaies , quelque peiikes 
qaa soient d'aillann ka dillS&rencfli de cea lacime* DVnlre part un pourra faire varier 
lee ooefficicnta A, M K, pa» éegcéê inwniiblM* et de telle manière que d»iiK 

ou plusieurs de ce* différences «'approehent indéfiniment de la limite zéro; et, comme 
ta formule C/aO continuera de subsister dans cette hypothèse, il est clair qu'elle sera 
encore Traie au moment où les diÛurences dont il s'agit s'évanouiront, c'est-à-dire , au 
moment où des racines de l'équation ^1) deviendront égales entre elles. Donc le théo- 
rème 16 s'étend an cas même ob cette équation oflre dee radoes égalée. 

Il est hon d'observer encore que les polyuoia«i. ^ » 3* ^ » C . . soaA 
précisément ce que deviennent le» premiers membres de» équation» (•) préseatéw sons 

les form^ , . . . ^ 

B — ab"^ae»»,—ai—-ak'-^ite.,.~^ hi — hk,.. <— ('A; = o » 
(4$) { etc.... . • • 

i±(«èe.;.C'|-<i6e...ilp-)~ 4* ('C.ik) =so , 
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(juami ou buiiâtiluu âaai> ia secoode ia vaieus k> iirtù do U premiète ,.iàiÊ»Â Ifuttm- 
iiknaJoiPfltÉmids'r. ^ «ida. r. liréwdi iièi»fB—iiètm,. ^êèh U ^^»^^amO)^fî wéIwiiii 
de k,i, h tirées dei Inikrf iiémN^vss^-u ÀM^ f^tf^c/^im.ïlimi MjipMp 
0» = 4 , 1et éfttftliont (45) denMidroDl 



m 



-tA vif— («*4î«p+.« 



et l'on liren de cet équalmu* eo'opéitetxiwiào m ^flnt de le dire 

1? _|- ^(,1 _|_ 6 -f c) + a' + 6» 4- + flt 4- ac 4- 6ç 1= o , 



(47) 



Or le« premiers incmLi es des fonnulos (47) se ré3aUent'éfideminent aux polynqmei (5o), 
(3j), (5?) et (ôô). AjoutoD»qu'aa liea dedivuertnccesureineiit Ja fooetien eyméîilaiiB 
i/ par les poljaoïne* • ",.:;»< T 

on peut éliminer l'une «près l'autre les lettre» k , i , h , ,..€ , b , a de cblle luéuie 
fonction & rttde des fermulet 

(48) dt = o. 5=so, 5=fto...,,0^o, ]il^ = o, A = o,, 

ou, ce qui rc»ienl au mCme, à Taido des ibrmiilM (45).' • ■ ' : 

.".«»■.•••'. " ■' î 

Pour montrer une application dea principe» qne noua tenona d'élablir . prenons 

» ■ . ^ .. 

« , « . e dttnl loi tr«|a «iduM de Vé^/Mk» ,(4) qu» noiM iéduirtnnè 
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«B tappoMBl fvur abré^ ^sso* Al«ci, pD«r éiUmmÊÊm'U -wAm A» la tomctàta 
iyilri|n 0» Ufaodlr«difiMriMfSM«««iiiNrtbteeMàM«d^ 
ftr Im poljiMOMi (M)t (•!)« (m)* oo plalAt |mc.I« vânuU' . 

(5») A»+aA-t-a' + JÏ, a^-^Ba-^C, 

ooMidM* !• piMii«r comme foocii n le e , le teoMid comme fonction de b , la 
troiiième eonuM fonction de a* En d'atAréè lëfOMa* il bodra poiar* dans réqnation 

(49). ».* 

(5a) c=— 6 — a, 

t.» 

(53) _ i. + rt^sa^^. — 

8.* 

(H) a* + £a — —C. 

Qr, an opdMnl do oalla nanUra, on inmTtm ' * 

(55) £^=:3<i6(a4-6)= — 3a(a> + JB)=3C. 
Oo aura dooo 

(56) 6*« + ^«*4-e*a4-A>'4-a'frr)-aA*=?3<7« 

ce qui est exact. ' ' , , 

Prenont encore 

1*7) l7 = («^-*)(«^-e)(a4.4)(6+a)(6+4)(e + rf) , 

0, b , e, 4 étant lea ^alce neioe« de Téquation (36) que aous réduiront k 

(58) •«+At* + C7»-).i>»o, 

en «appotant. pour abréger ^ «MO. Alan , pour détaronnar la talaur de la foncùbn 
•jmétriqoe O, il fimdra diriaer •uoeaaiiTaniant la «aeond membre de réfoatieii (87) 
par laa pelynaaMt (5o) , (3i) , (Sa) • (59) » ou plnlAt par lea auiranti 

(59) rf+c+*+tt, c»+(*+«)f+**+«*+«*+B0 A'+«*»+«'*+«*+£(a+t)+C, •Hiitt'+Ca+D, 

eonsidéréa le premier comme fonction de . le aeoond comme fonction de c . le 
treiiiime comme fonction da ê,- loiqnairiëmo comme fonction de a. En d'aulree 
termes, il faudra éliminer succeMireoMBl de l'équation (S?) lc« quatre lettrea d, « , 
P$ u, à l'aide des formuiet 
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{ u5 ) 

c» -f. 4- 6c -f- ca-^-ab -1- Jî= o , 

(6-i-«)(t» + a» + iï)H-(? = o, 
+ J9«* + ^«4- D = 0. 

Or» en opérant ainsi » on trooTcni 

(6i) iy=-[(â+4)(.+«)(* + r)]-=r-.[(a + 6){..+A. + *)].= 
On «on donc 



(6.) 



(a + 6) (a + c) (a -I- rf) (6 -H c) (fc -i- <i) (c + = — C • ; 



60 qui ott «uel. Nous ranarquevon* que , dans eet esemple. l'opération le termine aprèa 
la troifièroe divisioD. en sorte qa*on etldiapenié de recourir à la dernière (l< s fnnnolea 

(6o). Des simplifications du même frcnro se présentent dans un grand nombre île cas, et 
il petit même arriver que l'opéraiinn se termine après la preifiiùre ou la seconde division. 
AtQi»i, en particulier, si i'oQ suppose 



(65) 



a . 6 , c , .... A , t , A- élaiil les racines de l'équation {^) , il suffira de diviser sucres 
iivctnenl V par les polynômes (45) et (44). ou, ce qui revienl nu même, d'élimiocr 
les deux leUres k et i de la fonction 6 à l'aide des deux formules 

(€4) 3C=o. 9 — 9/' 

ponr obtenir la ? aleur de cette fonction* On trouvera en effet 

= ^* H- t(â — £>) — ^* — • 

et par eoi 



(65) «.4.*.4.e. + .., + à» + <?4^A»«»i<* — tBî 

ce qui eat eonci. 

Le iwodnit dei wféi An différences entre lea racines i» Téqualion ( 1 ) . combinée* deux 
fe deux de toutes les manières possibles . esléridemment upe foocMon symétrique de ces 



( 114 ) 

racine.*. Or il *:si facile de détermiaer la valeur de ce(l<^ funclion par lea niélhode* ci* 
deaiiu développées. Eu effet supposons d'abord n = s . el 

(66) 0=s<« — 6)». 

a , b iVlanl les deux racines do IVrjnalion (n). Ator.-;, pour déterminer V , il suf- 
fira d'éiimioer successivement de ia formule (C6) les deax lettres a et 6 à l'aide des 
deux équations 

(67) A-t-fl 4-/^ = 0, a* '{'Aa-{-B=o, 

Or on trouvera ainsi ^ 

(6S) tr=(s«+^)*=^*+4(«*+^«)=^*— 4^- 

On «un doDC 

(69) (ft^6)« = ^>— 4ir; 
ce ^ Mk eiAct. ^ . ' 

Sapposou «a Moond lieu ii = S, el 

(70) 0 = («-.6)»(a — tf)*(è-c)', 

Comiae 6 et e seroot lef deux raotoes de Té^uatHNi (19) • 00 aura identiquement 

(71) (s»~6)(»-'e)ss«'H-(« + ^)«D + a' + <<<a + i'i 
el par fuite 

(7*) <ff^fr)(c— e)»5a*4-*^« + ^> 

pai-i nn conclura de la formule (O9) , en y remplaçant 1.* a et ^ par b cl c, s.* A 
et B par a A et a^-^-Aa-^B, 

(6 — e)* = (a 4-^)* — 4(ft* + + IT) s /r* ^4 A — ^ S«>. 

Cela posé, la formule (70) doonera / 

(74) L z=i {ha'^iAa-i-By{A'---^B — ^Aa~~ha']. 

Si aMioteiiant 00 diviie Je leoMid inevbie^e l^éf«i«liofr (74) fi»^ b polypome 

+ + + 

le HMle sera Indépendant de « « et offrira la râleur cherchée Ab ' 0. Où peut aussi 
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obleoir cette valeur, en éliflaioanl la lettre a de ia formule (74)* ^ l'aide de l'équalion 
(17) a» + il«*-f*«+Cs=:«, 

Or, en ajant éjjard à ré<)iiaiioD (17) t oa trouvera 

et par luite 

(76) V^iB» — lAC ^{AB—^Ç)*^ {A* — Sir)«*][^> -.4»^ %Aa — 5«-] ; 

piiij , eu dévebppaot le secoud tuetubre de ia formule (75), et remplaçant par 
— Aa* — Ba—C, o« par —Aa^-^Ba* — Ca^{A*~B)a'-ic-{^AB — C)a-\-AC, 
ou , oe ^oi vefieiil nmêibft* par AC , a' par — «* «1 « par léro, ou 



(7«) 



=zA*B*-'kA^C--l^B^-~%'jOJ^^%ABC. 
Oa trouvera donc d<IInilîv«nieQt 

(y,) («—*)•(«— c)»(6^<»)» = ^»-fi»—4-<*<^— 4^* — t7Ç»+i8il*r. 
Daoa le-cas particulier où l'on a A~o , l'éi^uation (jâ) se réduit à ^ 

■ 

puis on en tire, eu développaui le second membre, et remplaçant a' par — 6' , 
A* et «4 par s4ro, 

flfte , ce qui revient eu même , 

(79) (a — «)•(*—*)•=! — 4*' — «7É"*. 

Celte dernière équatioa détermine le produit du carré dea dilfëreocea entre les racines 
de i'^uelion (So). On peut d'ailleurt Irès-aiaénieiit reTemr de la formule {79) è ia. for-> 
mule' (77). Bu eflbt, li, dans l'équatioa (16), on pdie 

A ' " 



Digitized by Google 



( 

elltf devieadrn 

(81) ,3 4.f2,__j, + |7 _„+_ = o. . 

Or, Jm racin«t de celle dernière étant éTidemment « + -7-* ^4"7'* *4"7'> 

9 3 3 

produit dei etrré» àm diflliireace» entre cet racine» iera toujovr» 

(a _ tY{a « e)*H ^ e)' j 

et, comme l'équation (81 ) est semblable à l'ëquation (5o) , on tirera de la fortnule (79)* 
en remplaçant dans le second membre Jt par -fl— -, cl C par C — Tr-4*—~~, 

Il ett d'ailleur» fiMiio de «'aMorer que 1m forœuiet (77) et (8s) «ont ideoliqucs. 

Des calculs semblable* h eem q«*eii Tient de laire fourniraienl gioirelenieni- la ▼alcur 
de le Conctien symétriiiue 

^65) - (/ = (a — by{a — c)' ...(a— *)•(« — — c)" ... — i]'{b — *)" (1 — *)• , 

c*e»t-à«dire le produit dea earréa de* dilBrenoe» entre le* raeinèa a, 6, e,...A, i, k 
de Téquetion (1). On doit même remarquer que ce produit ponm être immédiatement 

exprimé en fonction do a , si l'on snît Aé']h former le produit fîos carrés dos dlfTércnces 
cotre les racines d'une équation du dcgrt!: n — 1. £a effet, comme» en divisant par 
X — a l'équation (1) présentée sous la forme 

(84) — «• 4- ^(**-' — ."-'y+^C»»-» +•"-•) + ... H- /(c — •) 0 , 
on obtient la auirante 

(85) *—• + («+ ^).tr''-* + (tt» + ^« + B)«"-> + .., + «• -•+il«*-*+B«'—*+...+/ = o^ 
dont les reeinea sont 6 , c , ...j* , A , on aura identiquement 

((«— *)(« — c)...(« — 4)Cj; — A)= • 
*-T»4-(a+^)»-— J,,— .4.^««-.+Ja*-»+...+/, 



et par toite 
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(Sy) {a — *)(<! . r) . » (« — <)(« — *) = »«•-• + (n — i )^a" - »+( n — a) B«"-» ^ 1^7. 

D'aulro pfirt , si, étaol donnéo une ôqunlifin du degré n — i , on sait calculer la 
foDciion entière du cocflricteat qui représente le produit du carré des diiTéruoces coire te» 
racines, on aura encore • * 

(88) (6 — e)*...(6 — «*)»(6— *)• (i — ky^y, 

ilésij^nant une fonction nniièro des cocfficienls ([ne renferme l'équation (85), et pur 
coasé^uenl uoc foaclioa entière de a. Gela posé, l'6<[uatioo (85) donnera 

(89) i^isrcw-^+Cii— 4. . 

Si BMÎiitedaiil oa divue te «econd membre de la formule (89} par le polfoome 

(5) «" + //rt /Ta"-' + 4- /ia" + /a + A', 

le re«te iere indépeadenl de «, el offrirt U Ttfleor cherchée de (/, Oo peut euMi 
«^leoir celle valeur en èlimiMiit la lettre « de la formule (89) à l'aide de ré(|ualion 

(90) a\4-/#a— *4-iBa''—-4-... +/ia'4-/a-|-A: = o. 

Il eit bon d'obterver que le produit dea carrée dea diJUérenoe* entre les raciac< de 
réquatioD (1) ne peut a'évanouîr è moina que cette équation n'admette dea racinea ^les. 

Danâ te cns conifiiiru. ce produit S6 réduira loujoun k une fonction entière des coefli- 
cicnls , B , C , ... l , K ; par conséquent, si ces coeflTicienls offrent de« valeurs 
numériques entières, celle du produit en question sera elle-même un nombre entier, et. 
»i on la désigne par , >)b élant une quantité positive, On aura 

(91) • OU, > 1. 

Un peut encore, à l'aidv des principes quo nous venons d'exposer, calculer ai»ûment 
le prem er uicmbre d*une équation qui aurait pour racinea les diverses valeurs d'une 
foiM^OD eolière det racinea àr'b » c i, k de l'équation: (i ) , puiaque ce premier 
membre acra toujours une fonction aymétrique de a , 6 , e * ... t , Gela posé» ai 
l'équation (•) est du trni>-Ièn>e ou du quatrième degré, on ramènera riicileinont sa réso- 
lution, dans le premier cns à celle d'une équation du lroi>iènH! di i^n-, d,ins le secnnd cn«, 
h la résolution d'une éqnntion Linomc du aièiue dc^ré. Supposons, par exemple, quo 
l'équation (1), élani du quatrième degré , se rédui&c à la l<;rnuilt' (58). Pour lu résoudre, 
il tuflira, comme l'on loîk, de déterminer lea trois Valeurs que peut acquérir la fonction 
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[fi-^-b — c — dy lo»qu'oa échange entre elles les quolre Icitre» a , b , c , d. Or 
CM troii valeur*» HToir, 

(9«) (a + t — c— d)», {a^b^o—dy, («— 6_4j + il)', 

»eronl les ii-ois racint^i» lie l'ûqualioD aiuiliatre 

(95) [,—(«+6—«-H<)»K»— rfnt«—(»-*—«+<<n~o, 

qui offrira poor piemier noembre une fooctioa •ymétriijue de a , 6 , « , d. ]>éMgooiM 

par 

(94) »»-h£/*»+n-h/^ 

le polynôme que l'on oblkiit en développant ce pceinier membre* Le polynôme (94) et 
par aoite aea Irob Goeffieittit» f^t ^ feront dea foncliona ajmélriquet de «, 
6 » « » d. On trouvera d'epUeure , eo eyant égard aux fbrmvlei (60) , 

= [»-{« + *—« — <<)•][«-(« — * + c — — (a — 6 — « + il)'3 

= [*-4(« + *)*][* — 4(« 4- <»)'][= -4(6 + «)*], 

puia on en conolnra 

(97) = i6{ («+ *)•[(« + ey + (6 + + [(• + 4- •)]■ } 

= 16 (— (« -I- A)* lia + 6)' ^ 8^] 4- («» -I- 6* + j 
= i6j^*— 4a^A' + H- i^j * 

(98) ^r=-fi4[(«+*)(«+«)(*+e))'«-«4a«+ + fiir?'. 

Donc l'équatioD auxiliaire deviendra 

(99) »»-|-8*a»-f — 4/))s — 64C»=;o. 

Supposona cette dernière équation réaolne* et déaignona par s, » « »| «es irai* rs'- 
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cinc$. Soient du plus u, v , w trois expro»sioBS propres à vérilîer uoo-teutooieot !«• 

ffirtiiulcs 

(loo) «'=5., (loi) v' = :,. 11»» = :,, 

dc«|tielle»ootire «,«1^=3 64 C*. ww^^^t mait encore la condUîon 

(ïoS) uvw~&C. 
Alors , «i l'on prend 

en dena prendre «OHi 

(106) a-^k'—û'^d^w f 
altenda que l'on lara 

(107) (a+*-f-d)(«-*+<-rf)(«-A-c+<r)=î8(û+*)(a+c)(6+*)=-8(a+*)(«'+*'+i») = 8C, 
et par coluéquent 

(108) (a-f t — c — rf)(tt— -6-1-0 — <<)(« — b -r- e d} s=z uvw , 

Si niBiatADaal on conibine les formulée (io4)i (loS), (106) arec la première dea formule» 
(€0), on en déduira 

(,09) a = , *= j , c = d — — j . 



Obeerrona, au reste, >.* que dea ralenra de u . v . w . ttréea daa équalîons (100) , 
(101) et (10$), sati»f«roolloujonra h l'équaltoa (10a), à.* que coi quatre ëquaiionaeon- 

tinueraicQt il'cii u vériûccs , si deux der valeurs dont il s'ogit venaient h changer d - signe. 
Mais alors h s valeurs des racines a , b , e, dp déterminée» |Mr l«a formiiiea (109) t 
scraitml siioplemeot éobangéea entre «Mes. 



^ 7. Sur fa diUrminafion dei ntei$»t$ réettu <fmia éfuittitn d» degré quelconque. 

On a VII, ilans le cinquième paragraphe, comment on pourait coBttater l'exiilence, 
el méine fîélprminrr les valturâ rncines réelles ou imaginaires d^unc équation do 
degré quelconque. Toutefois , lorsqu'on calculera l'une après l'autre ces diverses racines, 
k l'aide de la méthode indiquée dan» le paragraphe dont il s'agit , il arrivera souvent qac 
le» racines imaginaires se présenteront les premières; et comme, dans beaucoup de qnes- 



\ 
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lions, il importe siirloul de conooitrc les racine» i celles d'équiitions cocllicienls réel», 
il ne sera pas iuulilc cl'eiposer ici uno, uiôlhnde simple à l'aide de laquelle on puisse érn 
luer directement ce» inônae» racines. Tel est l'objet dont nous titions inaiolenant nous 
occuper. 

Soit toujours 

(l) x'' + /f» "- '-h£x''-' + .., 4-/a;-|-/w = o, 

réqualion proposée du degré n, A t B ,,„i » K désignant des coeflidenl» ri«f$. 
^Soient «Booro a , b , c , ... h , i k tos raeînes de celle équaiMO ».et 

les valears nttmériqQa» des eo^BcienU 

D'après ce qui a été dit dans le paragraphé 5, le module de chacune des racines a , 
A , c » ... A , s . ne poom saf passer la racine posîti?e v de l'équation 

(a) ** = p,t«- '4*p«*''"'*+ —+ Pu- •*+?<•*» 

ni le plus grand des nombres 

(5) P»+»» P»4"«» — 

AÏ le pla» grand terme de ia suile 

W) "Pt. f"p.)'f ... (np.)'. 

Il sera donc Irès-facilf! df! tmtiver un nombre supérieur nux modules de toutes les racines 
réelles de l'équation (ij. Désignons par r ce même nombre. I«e module de chacune 
des différences 

(5) a— 6« a — — «, ar^k, 6 — c»...é — i, 6 — — k 

sera . en verlii du -i.' théorème, inférieur h yr ; ni comme leur nombre est précisé 
meui é^àï au nombre de combinaisons que 1 un peut former avec i* lettre» prises deui; 
è deux , c'est-à-dire , à 

â ■ 
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*i l'on mcl de côté Pime de ees différences , par excm|de , a — 6 , le produte de 1 
les autres olErira. en vertu do théorème S [cMwUiife t*"}, un modale inférieur k Tn- 
precMon 

(«) (er) • . . . 

D'ailleurs on pourra aisétucat déterminer, par les m(:tlindcs t \pos(<es dans le parnpraphcfi, 
le produit de« carré* de toulei différences dont il s'agit. Soii ^X^' la valeur numérique 
do «0 produit, 01» ddeignenl une quantité poiitiro. Celle quantité sera évidemment 
égale an prodaît des modales de tontes dilliirenees t et par suite lo modulo ou b valeur 
numérique d*une ionle différence a — b svrpaaiera le qnolient^ qn*oo obtient en dU 
visani le nombre Sft par l'expreisioii (6). Donc, ti Von pose 

(7) À= rirrn * 



(«•)■ 



A sera m aonbra iofiteionr k la plna petite dillSteienaeanIco lea ndnos idello* de Téqua- 

(I). ■ 



Il est bon d'obMfVer qne le nombre & , déterminé par la formale (7), no ponnrà 

s'évanouir que dans le cas oii Téqualion proposée admctirnil des racines égales. Noos 
exclurons dorénavant ce dernier cas; ce qui sera sans incouvéoient, attendu qu'on peut 
toujours débarrasser une équation des racines égales qui la vériHent. 

Lorsque les coefficients A ,£,.,. I , K de l'équation (1) se rédoiseof à des non» 
bres entiers , on a « comme nous l'avons déjà remarqué , 

(8) d&ss on' >i, 

e\ p^r ronséqucnt la plus pciitc différence entre deox cacinos réelles ait sopérieiiro an 
Bonibfe A délorminé par la formule 

{.,0^ — • 

l orsqu'à l'iiide de la formale (7) ou (9) on 0 calcule un uombre & inférieur à ia 
plus petite diHérence entre deux quelconques des racines de TéquatioD (1}, il devient 

faolie do eonsialor Veidainnco de lontea las nca'nes do celle eapiœ , et d'évalnar dMcnoe 
d'elloa aven nne appronmnluw fPinde f|ii*oii k ji^ conTOMbln. En «flBat, ai^l 1» 

le aombpo «lUer imBiédîit<inaiit anpérjenr lu rapport Il «al clair fnc innlw |p* 

l\.*Ai<Hi£. 19 



Digitized by Gopgle 



( >•* ) 

roeiliet réelle» àe Téquation (i) seroat nnfemiée* entre le* innîtee — mi , • 
el qa» deiu lemee consécolifi de la progreMion tfithmëlique 

(10) — «A, (m— 3A, — aA, — A, 0, A , aA, SA , ...(m — i)A , wA 

ne oompreodroni jeuieU entre eoii plw d'une racine réelle. D'ailleur*. lorsque dant le 
poljnonie 

(11) »■ + + *a5*— + ...+/flf + JC 

on subslituc succcssireiuent , h lu place de x, deux quantités cntr« iesqucites une 
seule racine réelle au plus »e iroure renfermée , les résultais oblenus sont de môme 
signe OU de tifgan contrairea; pour parler autrement, h eonparaiion de ce» deu ri- 
aultala offre ane permanence de »%ne ou une variation de «igné, «uitant qu'il n*eii»le 
pa» de racine réelle ou qu'il en exlate ane entre les dein quantités dont il «'agît. Plar 
conséquent, si Ton prend les termes de la progression (10) pour des valeurs succeMÎTcs 
de la TariaMe r , et que l'on forme la suite des valeurs correspondantes du polfnomc 
(1 )) , cette nouvelle suite offrira précisément autant de variations de signe que l'équation 
(1) a de racines réelles , cl chacune de ces racines sera comprise entre deux valeurs con- 
iécutifea de x qui, «ubitîtnée» dan» lo polynôme (11), donneront de» réeultata-de 
oignes contraire». Soit 0, et 0, =:«i -f* A deux eemblaUe» valeur» j et auppoaon» 

(»») ' «=— ; — »«. + -A. 

La racine réelle comprise entre a;, et x, sera évidemment renfermée entre os. et ( , 

si la subslUnlîon de ç nu lim cîc œ , dans le polynôme (1 :) . fournit un résultat 
de raêtne signe que la subslitutioa de a\ ; mais elle sera renleruiée entre Ç et »» 
dans ic cas contraire. On pourra doue remplacer les limites x, , x, , qui diûèreut 
entre eUe» de la quantité A , par les limite» * 0, et C ou % el x, qui dUftreronl 

entre elles deja quantité ~- A. En continuant de ta même manière, on iinira par res- 
serrer une qaclconr|uc des racines réelles entre deux limite» dont la difliirenoo» repré- 
sentée par un terme de la progression géométrique 

(i3) A, -^A, ^A, -^A, Ole, 

sera au»»i petite qu'on le voudra ; et par couséqucnt on pourra calculer cette rodue 
avec une approximation aua»i grande qu'on le jugera convenaUo. 

Il est bon d'observer que, d^ins la progression ()o), on pourrait sans inconvénient 
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remplacer la valeur de A , lirée dt lu formule (7) ou (9) , par UM Taleur pIlU p«lîle. 

Pour montrer une application de la uiÊihuiic (|ue nous Tenoni d'exposer , eoosidérona 
l'équatioD 

(i4) «« — sas — 5 = 0, 

irailée par Lagrtnge et plm andeoneneikt par Newton. Oa aura , dan* ce caa » , 
et riqiiatioii (a) lédnita à 

5=0 

offrira une racine poûlive * inférieure à i/s", puisqu'en supposant v < ^/s on 
tronverait 

Donc chacune des racine* de i'équalion C>4) »^ P*»' module ou pour taleur nuioaé- 
rique on nombre inférieur k 

ii»=|/T = aitî6 

D*aatr« part, li l'on désigne par U le produit des carrés des différences entre les ra- 
etnaa de Téquaivon ( 1 /,) . et par m" la râleur namérM|ae de ce produit . on aura , en 
veita de la formule (78) du sixième paragraphe» 

(,S) af=645. 

Par suite on tirera de l'équation (7) , en prenant «»5 «| r = |/S" » 

I/5Î5 35 

09) . *^-^>^>'' 

Donc. i l'équation (.4) • pl^aiepra^Mcinç. réelle., U dilBrance «ni» danx de ces r«- 
dnaa ne poam «U» înftriwita I ranîté. D'ailleurs . ri l'on remplace A par 1 unité» 
l«8 dUHraito lannea de U piogreirioo (lo) devieodMmt raapacUiremant 

(«,) -5. -a. -1. 0. I, a » ' 5/ . 
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et comme lei valeurs correspoodaniM.do premier, membre de Téquaiiou (i4) >eroBi 
—«6» —9. —4, —5, —6, —I, +i6, 

il csl cloîr que l'éqnalion (i4) offrira une seule racine réelle comprise enlrc les lituilcâ 
2 et 5. Ajoutons que, d'après ce qtii a iHé dit plus haut, on peut à la limite 5 substituer 
le ooinhre si. 256.... Si maioteuaul oq rciiserre de plus en plus les limites entre le«- 
quclles la racine réelle de l'équation (i4).c«t comprise, on Iroaven 

il ne sera pns inutile do remarquer que, dans beaucoup de cas, oo peut, à t'aide de 
tllTcricâ considérations, faciliter la recherche de» racines réelle» d'une éqaation donnée. 
Ainsi, en particulier, on eenclolInoiédbteiÀeRC dei principe* élaUKt din» le paragraphe 4 
qne réqaalioa ( i4) nchnet une racine pcsilife, nu» une lenle inférieure k |/5 . WM- 
lenn , en rempiecenl » pat — * » en tire de J'éqiMion (i4) 

(i3) — ix-^ à = o , 

el comme le» deux binôme» 

sont lùuiour» poailif» pnnv dei f ateun peaitini de ^ , aaf oir . te praoïier tant que l'eu 
« 0 > |/i > i«4*4 • ieeond tant que l'en a . »< , il eil clair qae le 
premier membre de l'équation (s3) ne pourra l^o^* defeiur wA pont de» valeurs poii- 
lires de «. Donc par suite Téquation (i4) n'admellra polnl de racinea négative»» et 
n'offrira qu'une aenle racine léeMe. 



g «. Sur tAd^W* de CiUmimUion, 

Soient 

(i) ••H-if»— * H- Jto"-' +K = o, 

el 

deux équation» algébriques , 1« premtèra du degré n , la secondé du degré m. Si 
l'on éUmiae entre ellea k Tariable « , l'équatien réiuitante de l'élimiDaliott exprimera 
la GondilÎMi k lafiialk le» ooefficienta 
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(3) " Al B,... /, et P, 0,.".5. r- 

doirnnt sati>raire, pour qu'uae seule ot même valeur de a; vérifie tout à la fois le> 
éqnations (i) Cl (u). Soieot d'aiiieurs 

(4) ' a, k <» * 

lei rakars distincte* de a; . i]ui sont propres à vérifier l'éqpaaUon (i). Soient de même 

(5) f, q a, t 

les valeurs diatincles de a> qui sont propres à vérifier i'éqoatioQ (s) , et tvisons 

iras 

■Ox(*-^)(»-f)-(*-*)(*-Ox-x(*-p)(*-^)...{*-*)(*.o. 



(6)1 

((«-/»)(«-»)...(•-•)(«- 1 



Pour qoe les équations (i) et (i) subsistent sîmultaDément , il sera nécessaire ul il suf- 
fira que l'un des fadeurs du produit U s'évanouisse, ou, eu d'autres termes* que Ce 
produit lui-même se réduise à zéro. Donc TéquatioD de cooditioD 

(7) 

pourra être «ubstitoée à colla (juo produirait l'éliminalioD de x entre les équations 
(i) et (a). J'ajoute que. sidiacniM de cet deniiirw oUSre «eulemeiiil de* mctiMa inégaies, 
il Ml* MSm d« maïforaMr topvûdttk O ,*»moo ^iieliMi.eBliiffedtt ooeâîciaiktf A» 
B,...J,K; P, r. C'est ce qne r«B démontrara nu paiiw k l'aide d«t 

eoaûdératieii» •uiraitlee. , 

Lei lediie» de Téqnatioii (s) étênt in^alei êatte ellei et repréwatéee par p , 9 » ... 
9t f, 00 aura 



(8) (» — — 9) ... (X — *) (a> — I) — os- -H Paj-— + Qœ"'-' -|- ... 4- 5a: + T , 
alfirMAe 



r 
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Cela posé, la formule (G) donnoera 

(10) ir= 

D'ailleurs, le» racines de l'équation (i) étant supposées inégales, le «pcorif! merabre de 
la formule (lo) sera évidemment une I tncilon symétrique de ces racines, qui pourra 
être transformée par la méthode exposco dans le paragraphe précédent en une foacUea 
entière des ooefficienta A, S t...i , K et P, Q.^..S, 7. 

On arriverail encore aux mêmes conciasion» en ohserrantque la Yaiear de U , don- 
née par réqmlîon (6) , peut a'écriro comme U suit, . 

(11) ir= 

(-O""(/'-«)(/'-*)".(p-O(/>-*jx(î-«)(î-*)...(ï-0(*-*)x...x(<-«Xt-*^..(/-0(<-*)- 

Or. fi «haetue ii«a Action* (i) «( (t) n'eAe que des radiMs UkipA», m tam Um* 
UqneineDt 

(se) (m — «)(« — *)...(#— f )(« —*)»«» 4- + Jto"-» +... +/• + K , 

puiï OQ eu conclura 

i' - - *)*..{^ - 0(f -*) «^«+^11— +i>»+ic > 
(7 — «)(? — ~ — *) = 7" -h + BqT* + + A , 

(< — M)(t — ♦)...(« — 0('— 5* + + + ... H- + 2 ; 
et la valeur de (J , réduite à 
(•4> • 

pourra être facilement transformée par la méthode ci*4leMttt meDiiofinéê en une felietion 
enUère d«» ooelficienU A, M,...li Kt P, Q,», T. 

Si les équatioiM (i) et (t) offraieni dea radnei ëgtiee , » a«re'il bcîlo de ks eo déiMir- 
rasser et de les remplacer par deux équelione oooTelles donlehamM anratt ponr raciiwa 
le» taleur» dîttinctea de c propres à rdrifier l*dqnalion (i) ou rd^qation (a). Alon la 
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'( «17 ) 

premier luembro de l'équaltoo (7) pourrait èlro transformé en une fonction entière de9 
coefficients renferm/is dans les deux nouveitut équation». Ajouloas que, si, dans la m>''me 
hypothèse, on désigue par a , b , ... i , k el par p , q , ... s , t non plus Ins va- 
leur» distinctes propres à vérifier l'équation (t) ou l'équation (s) , mais 1«$ racines éjjales 
' ou inégalw det équations (1) et (s) , on pourra encore substituer Féquation (7) à celle 
que produirait rëKmîiMlion de x entre les deux prolni^^es , et transformer le produit 
V en ODC fonction entière dee coefficients A » B t„. I , Ki P, Q, T, 

Considérons maiotenant deux équations a%ëbriques dont les premiers membroi soient 

des fonctions entières des deux variables x et j, cl supposons que h somme des ex- 
posants de ces variables soit égale on inférieure au nombre n dam chaque terme de 
la première fonction y au nombre m dans chaque terme de la seconde, n et m se- - 
root les dcgréê àm deux ronclions , el si chacune d'elles renfimne tout ke tonnes qu'elle 
peot contenir, les équations proposées seront eo qu'on nomme des ^wiIhnm aorn/ttUei 
dn d^gf^ n el du degré m. Cela posé , si l'on divise la première équation par le 
cotffîcient constant de la seconde par le coefficient constant de elles 

se préseoleronl sous les formes 

(s) ««-i-Aï— ^-f^— -I \.Sx + T = o', 

A , S 1 , K désignonl des fonctions entières de jr dont les degrés seront res- 
pectivement égaux aux nombres I, a,...n — I, n, et P, Q,...S.T d'autres fonC' 
lions entières de j dont les degrésseronlrespectîvement éganx aux nombres 1, a,... 
«s— I • s». Concefon à pidsent que Fou dwrche les divers systèmes de valeurs de 
. s et de / propres k vérifier simultanément les équations (1) et (a). Il eti dair qoe, 
dans chacun de ces systèmes , fa valeur de y sera nécessairement une racine de Té" 

qualion (7), V désignant une fonction cntîîîre des coefficients A, B /, K; 

P, Q,.,..<S, T, et par conséquent une fonction entitre de j, savoir celle dans 
laquelle peut «c lrau;>lbrmer le second membre de la luniiule (to), quand on représente 
p«r », i, .... i, k les recioea ^les ou inégales de réquattoik (1). D'ailleurs , pour 
opérer la iranaformatîon dont il «*agil , il suffira * confermément au théorème 16, de di- 
Tïser successivement le second membre de la formule (10} » considéré comme fonction 
de par le polywnne 

puis le NSie, considéré comme fonction de « » par le polynôme 
etc>... 
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Là fonction V étant aitut détermîaéa. tonlet lea valaura da ^ , qui permetlroot d« 
vérifier ainraltanéineAt lea ëqnaliona (i) et (a) » dof ront aatidàiro h Pëqaatîon {7). 

Il art facile de aWurer qoc la fonction entière de y , déiipite par V, ett d*nn 
degré lofiNieur on tout au plus égal à mn. Bn effet, .eomme lea dcgréa des fonctiotta 

/t , S , I , Ki P, Q , S , 7 

sont rq»résentéa par lea nombres 

* I f a y ••■ n tj nj ty a^ »*» vt 1 1 w î 

les valeurs des rapports 

A B I K P Q S T' 

rcsleroQi iîoies pour des valeurs infinies de y , et l'on pourra en dire autant des valeur* 
de r propres à vérifier les deux équations 

(,S) a- + ^ a— + ± a— + ... +^ • + ^ 0 . 

(.6) + + 4-^=0. • 

c'est*à-dire* des rapporta 

117/ » » ••• I — » : » ~~ • ••• ^ » ~" • 

y y jt y y y y y 

Donn le proÀiii 

'■«>^ï7)■(r^)•••(7■F)-(^M■^)•••(7^)><•-(^^(î•^•4^)• 

qtti»«n vurtadek Ibrawk (i),Mr«'éqnlvileMM N|ipo^ ' > 

ja^ 

' y"" 

eoBsarMva lei-intme une valeur fioie pour des valeurs infinies do / ; ce quji exi^que 
le degré de la fonction de jr, désignéepar V» ne surpasse pas «m». Onaeiroure 
ainn ramené h un tbéeréme eenno^ et que l'on peut énoncer comme il auit. 

17* Tiéoftàna. Btam 4miUi» dOiMéfMçiu algibritiûam ^ <C > . ' •tèmêêî^ét' 
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SDR LES ÉQUATIONS DlFFÉREiNTXELLES 

.D*ÉQ(]IUBRE OU DB ttOUVBHBNT POUR UN SYSTfeUIB DE POINTS MATÉRIELS 

SOLLICITÉ* l>AI Oit FOBCM» 0*ATT«ACTlcnt 0« «B «iPVUlOJI UVttVLU. 



J'ai fait roir, dans le troisième vuluma de» Excrcir^ de Mathémaiùjufn 188 el 

•DÎT.], comment 00 pouvait étaLlIr les équaliuas d équilibre ou d<a mouvemeul d'un sys- 
tème de molécttlM qui a'altiteDt ou m r^ooMeat » eo suppoMOt cet moMoilea tcèi-peu 
écartées des jiositioos qu'eHes oeeupeienl dan»' Tétat DPtûral du système. Four eblenîr 
les équations dont il s'agit, it suffit do substituer, dans les formules (^a) ou (34) des 
papes iq- cl 198, les valeurs de A' , 1) , 3 déduites des formules (a5), (26), (3o) ot 
(3i). Ces valeurs se «ioiplilient cl se réduisent aux quantités Xt« !)■ , 5* déterminées 
par 1m foraraka (3 1 ) , toutes ks fow que lesseoends membies à» iqumûom («7) et (Sof 
s'étreneuîsMiit. C'est ce qui «irîren» per etempte, si les nuises m , m', m', ... des 
diverses moldcules sont deux h doux égales entre elles, et distribuées symétriquement 
de part et d'autre d'une molécule quelconque tn , sur des droites menées par le. 
point arec lequel celte molécule coïncide. Cela posé^ soient, dans l'état naturel du sys- 
tème , 

e , ^ , 0 les coerdonoées d'une molécule quelconque m • rapportées k trob axes 
reclan^ulairas des y, 9, 

r le rayon vecteur mené de cotte noMeule à une aulre molécule m très-voisine , 
«• 7 Ie<i .m{;;lts formés par le reyoRTeeteur r avec les demi-azes des coordonnée» 

positives , < 
f{r) la force accélératrice qui mesure l'action de m sur tU , 
d^Wlmf{r) la forée moirîee eorrespondante» prise evee le signe -h on le si^nr^ 

— , suivant que cette force est atlraeUre ou répulsive p 
/(r) une fonclioa de r , disliocle de f{r) , et déterminée par Téquation 

{«) /W^drCi-rw-Ar)], 
Soienl de plus 

(a) srs-e+i, jrasé+e, 

le» roordonni^rj ,lc ]n molécule M , rrlsiirpî * un Mnl d'équilibre on de rafmvemcnl 
dans lequel on suppose appliquée h cette molécule une force accélératrioe f dont les 
proieclions algébriques sur les axes coordonnés sont désignées par X , ^ * X<es , 
IT.'AititiB. iB 
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(5) 
(4) 



«juantiié- « , r , ç roprfîSfnî-roiii les il.'-^iljccni Irts-pelils (I« la molétul.' ur 
mesures parflllùicment aux ax«;* «k» « , j , s , et , si , eu réduisant les valeurs de X , 
I) , 3 è Cttlle» de Xt, I), » 3. , on fuit poar abréger 

0 = S [±:'^'"cos?cn»7/-(r) J , € rr. S j^±'^'cosyCos»/(r) J , ^= S J^±:^''cosacos.'A'-)]; 

(G) J»=S['^co»*pcM«Y/Cr)J. <?^s[~cos»7CO.»./(r)J, JI«s[î^CM'.eo»»?/(r)Jî 
F » s[^«oi»«coi?coi7/(r)], r = S['^co«>«oo»y/W], s['^coi»«o«^/(r)], 
C/'=rîi[i^oot»fi«WT/(r}], r'=s['^''co>-cWfoosy/Cr)], »" = s['?J'cqwoo»»p/(r)], 

C;'=rs["^«>.pe«,VW]» r*=-s[î^''coi-co.V('')]. /r'«s[î^coi«os?cos-Y/(r)], 
«m nunt , en vertu de U formule (5 1) de la page ig^ du Iroiiième ▼otome , 

t)»elc 

3i=etc 

U.ins les ù(|ualions ('^^ , les coordonnées prtmîlircs « , 6 , c sont considérées comme 
vnriiiblos indépendantes. Si l'oD voulait prendre pour variables indépendantes x, j, t 
«Il lipu de a , 6 , c . il suifirait, comme on l'a prouvé à la page S07 du troisième 
volume » d'écrire paKom » mliMde y au lieu de &, avlieade.tf. 0» 
aurait donc alora 
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\ tfirrff rffftfr 41^' «O^* ^<Cute iLaij} 

JJ =. clc 

Eo sttbtUtaant cet dermèro» taleurt de X» t) , 3 dan* le« Joramles >(34} de la pag« 
19S, saroir» 

OD obinndra les ik|iiatî«a« diffdranlionM propre* i reprAtealw 1« mouvement du «filèinn 
dea moléeulea m, m', m',... , et l'on trouTcra 

M* -dm* «fy* " 'fy^* ''-"fy 



A» «îr' . «frA *«6a «'««(y 

* 4»* rff» A* ■ <#)r« Ht* dy^ ify* dt* 



{ \ djd* ^éubt dxdj djiU tbd» d»fy djd» d$d» ^^^J 
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Si îe tjtliam ni*éUùl pas en mouTemenl, ma» éi]uilibre, il faudrait rédafre à' zéro le» 
pramiori m«MibM» de» fiwinale» (i i). , - 

Soient roaiatenant 

& la deitMlidu lyatème an potol {a , 1 , c) , dan* l'état aaiurel; 
f. la denailé aa point (an» «) dam Titat de moufement, 

V la qiianlilé positive ou négative qui mesure la dilatation ou la çondeMatioa du volume 

autour de h moItculL" m , dons le passaj^c du premier (îtnt au second, 
p' , p' , v'" pressions on len^înns yti]>portées iiii point {x,y,z) dnns IV'l.it »le 

niouvuuiciil , cl (lu cùlé des courdounves positives, par Irois pians perpendiculaires 

aos Bxet d«» «0 , dea et dea « . 
Â,F,E;F, BtD}B,D,. C lea proîeclioiu «I^ri^net dea pffaaaioaa ou ien- 

.siens p . p', p'. On aura , eir vertu dea fonnotea (17) et (69) dea pa^a 119 «t- 
«35 du troiiièino volume dea ExerdeeM, 

De pru*, en preuajrt a, / , s pour variables indépeudanlos . el joigoanl lea équaiiooa 
(sS). (b6]. (»7), (aS). («9), {5o>» des page* ooa et auivanlea, aux IprniulM (5), (4), 
(S), ($) , (7) dtt prdMiil article) o» trouvera 
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linfin, si l'on jubsiiluo, (Uas tes équation» (i4). 1» ^al^"»" P ''•^e de« formuli» 
(la) el (i3), «avoir, 

/ dn. . . . .. 

(i6) • • 

on en lircra , en regardant les déplacemeals 5 , n , Ç coinaie iuiiDiaieiit polUSt e» 
Dégligeant les iafiaimeut petits da secood ordM* 
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On peut, en Mq^poMnt eoutUmlM la (teoulé A Mlaliv« à l'éUI nalurel du système 

et les quanlîlés 

(19) a. 0. ^. I. Jf , ituP» Q. K, c?. F» ir, tr. f". o*. 

teveoir fiieitMiieiit dea éqnalîoiM (17) et (18) ans formules (n). Eo cflbt on lireda» 
4quatMaii(A4) ot '(«S) do h page 166 du Iroiaîèmé Toluiue ' 

^, ili (,z + + il 

' ^ 4to ^ <r * 

puis OQ en conci«t,ca divisant -ie« deux memliret de chaque équaliou par p = (i— > v)A « 
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Or, si, «laoi le» fonnuict . on remplace I«s |»reMMNM A » B , C , û , E , F 
par leufi vukun tirées de« équatiou (17) . (18)1» alors, en négl^eaut le* infiniiiieat pe^ 
lits un .<;econd ordre et rcduisnnl en con&équ'enco leUnome 1— u | Nullité, on re- 
troavcra préciftéauml les formules (1 1). 

Lorsque , parmi les «ommes comprisus dam les équatiou (5) * (4)« (5) , (6), (7) » celles 

qui renferment des puis»ances i(npaire$ de co$a . de cos^ , ou de COSV Se tédaisent à 
zéro, c'est.- à-dire, co d'autros termes, lorsque ks quaniilé» 

(21) €. ^, u, y. v\ r, w, b\ y\ w 

s'éfanouissent, le système des nuléêalea- m; m', m*, .AfpeeÉ'^trrcQimdM coninr 
oflfrant trois axes d'élasticité rectangulaires et p irnllèlcs aux oxes des x , y , z. Si, 
dans le nième cas, on fi» -igno par 1? , H » t les tafeurs doà cw^Ctenls 21, 0, C, 
en aorte qu'on ait idenliquemeat 

- I > 

(") 6=//, «=/. 

les formules (1 i^colacideronl ereo lés équations (08) de ii pige eo8 du IroisièDie folume, 
et da?iendroiit respeeiiremeot , , 

Alors .Tussi le» rormules (17), (18) s'accorderont afCC les équalioos (4^) , (60) de la ffg f 

a 3o du troisième volume, elr se réduiront il 1 

s ' ^ » 

1^ = j (L + C) ^ + tfi -i,-.) ^ t C<?- C'Jà , 
C = I (Q- /) ^4 4. (P - /) 1 1 «ïjt .^^S -H '1 ^ 
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(t5) 



Dans le cas particulier oii ^élasticité fin i^yslètnc quo l'on considère re»le la niôuie en 
tous sens autour de chaque point, ie» conditions (4i) et (4ô) de» pag» 199 cl aoi du 
troUième rolumase H»09fej}t roinfUe»,.eii ««rt«<|iL*«a •< ' ' 

' . >.. -• . '. ■ «. \- 

«( 1m formoles («S), («4)t donnent 

4- C) ^^Ï^T + t -JT-J + S + = -ST • 

(.7) (*-H^)(^+-^ + ^)+-*^H-^=^- ' 
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EnfiDj M I« «Ttttaie est comlitué de mnière (foe l'élutidlé retto le même en tous «ent 
autmir d'ttne droite perellftle à Ymm des c , od aure timplemeiit 

(5o) C = /l. L=Jf = 5iî. P = Ç, 

el le* fomnlM'CeS) » («AK (e5) Jonnerent . 

(Î»)J + C)^ +«?+/) ^1». 

LfMnqiie, dan* le« éqiwMoos (17) , (18) . on pose , pour abîmer , . 
(54) CAsC. 0A = I^, Caœ*. JXssii 

Ifi^^b, PAsd, <?A = e^ ^A=s^ 



(S») 



t35) 



I JE^^se» ir^^b, «ASM», i'Asd, <^A = e, JiIA = «. 



«Uet deviennent reepectîreraent 

IV.' àmnU. »9 
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^ = 0 iH-- ^H"'*^'T" + '*^:r 

■^^5-+*^+'*;^ te te+5ïi • 

te'*-«rj + ^ te-* te"^-ïi- 

Si l'on admet que. dans lelal nitnrcl du s>«lème de» molécules m , m', m*. clr. , 
les pressions p', p', p'", et par suilc leurs composantes ou les six fonotioni , B , 
C,D,Ç,F s'évaDouiisscol . les codDcionls désigoés par 1m lellrw 

31* 0, c* 9. 



(«7)/ 



1 I 1 /<'>'. 
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dao» let formulet (i i) » (17) , (18} , ou par les latlrei G , B , i dtoê le* équations 
(s3} , («4) » («S) t rédttïroDt I séro , ainii que les eonsUntes repréeenléet par 

a. *. . ^ 

daos le» formales (S6), (S7). Alete le» <qaalioin (»4)« (*&) ceindderoiit arec 

les équalion» (63), (64) et (68) des pages 955, 934 et sSS du troisième volume des 
Exercices ; tandis qac les formules (36) , (07) reproduiront les valeur» de A, B, 6', 
û , E , F que nou» avons précédemmcDt obtenues à la page ». 



SUA L'ÉQUATION 
A L'AIDB DE LAQUELLE ON DâTBBMllE LES INÉGALITÉS SÉCULAIRES 

DES MOUVEMENTS DES PUNliTES- 



0) » — /(a?,j',s,...) 

une fo&elion réelle homogène el du teeond degrd. Soient de pto» 



le» dériféet |ierllellee de 7» «»*••) prîtes par rapport ans vaiUblet « * 7 , 
Si Pon uaujelUt ee» varieblet h l'équeiion de oondilioa 

(5) a,»+jr» + ,»4....=ïi, 

lea nuuBêma et mtnûna de la fonction* s seront déterminés [voyez le» Leçons sur le 
cèlent infinitésimel, page a5«] par la Ibrmule 

Wt X jr s *** • 

P'alllenn tei diveteei Inctiona que lenlimne la Ibrumle (4), éteni éffàm eatre elles» 
lefnnt égales an repport 

qui , en vertu de la eMidilleo (S) et du théortmo des fooetiom homegènee» se réduva 
•ioiplenient à 

On enta donc encei« 
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oti« ce qd tenait an mAine» 

(6) •ir(9»jr.s,...)=»* Y*^**^**'"*)'^*** 

Soil maiatcaant 

(7) ^ = » 

réqaatioa qm fournira Pélimination J«s rariablos » ,y, «nln !«■ formule» (6). 
1m mamma et lei ntimma 4a la foURlian 

ne pourront élH» que det racines de l'équation (7). D'ailleurs 'cette éqnalieii sera «eaibldile 
à celle que Ton rencontre dans la théorie des io^alitéa «éoulaices des mpf renutnts dcf 

planètes , et dont les taciaes». toutes réelles , jouissent de j^ropriétés dignes de remarque. 
Quelques-unes do ces propriétés étaient déjà conones : nous allons ks rappeler ici, et eu 

indiquer de nouvelles. 

Soit n le nombre des «asiablcs x,j, » OéilBBMn d'atUeuzs, pour plus de 

commodité, par 

les co^lBcieiits det carrés 

a»", y*t •■, etc.... 
dans la fonction homogène » rsf{x,y,t,„.) , et par 

. i . . . , . -, ; 

t ; . . . • . . . r 

les ooeflicients de» doubles p>odnit> 



I qn on ait 
Les éqnsUons (6) defiendrcml 
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(9) 



i »4« ) 

-f- + -^z.- + ... =s , 
«tc.i { 

et poorronl •'écrira comme il tuit : 

— s)x-^ A,jj A„i -\- .... = o , 

«te 



(,o) 



C«la poflé, a riaalta des priocîpes établis danB le troMème chepUfe de MAnafytft atgi- 
èrtftte «] que le prenrier membre de TéquatioD (8) , <Rr S* w une éÀDction el- 
ternée de« qdaDtîlé» com|iriMS dai» le tableau ^ 



(«0 



^ «4P ~* * » • 

V etc...... , 



A,t * # • • . 



(avoir, celle dont let difiéreota lBt|Dea «ont ropréMiitiéa , aqx MgfMa,pi^»,p4r ^ preduib 
qu'en d»tieDt , lorsqu'on mulliplio ces quanlilés, n i n , de lootei h» tnnuières poa- 
siblcs, en ayant soin de faire entrer dans chaque produit \\n fnctour prit dans chacune 
des lignes horizontales du tableau, et un facleur pris dans chacune des ligues verticales. 
En opérant ainsi, on Irourera , par exemple, pour n==: a . ' , - . 



pour i»=:5, 

(i9) ■ . ' 5^ * ^ 

peut «=:4f * ''■ 
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( «43 ) 

A'^{4i,y - 4) - f ) + AU^^, - *) ~ #) + A\,{A„ - *) - 1) i 

^{AMjAi^AjrtAtg 4- AgjAmwAjtAïf A^AjfAftAf^^i 

et ijéDéralemool on obtiendra pour 6' uoc fooclion de 4 , qui sera entière et du 
degré n . 

Coocetons à présent que l'on désigne par 

(15) » 

ks n racines réelles ou iuiAgiflaire» de Téquation (7}. Soient de plus 

(16) «I. s«; etc.... 7», s« ^ 

des systèmes de valeurs de x, j, correspondants à ces, mêmes valeurs de 4, 

et choisis deiBaoière à, vérifier les formules (3) et (10). La pntmièra des tbrmuies 
donnera 

{Àm, — + Asjj. -i- A„:, 4- ... = o , 

et 

(4., — t,)x, 4- A,jj, 4- A„e, 4. ... = o ; 
ptti» l'en eo condara ^ en éUmiMSI le coeflideat A^m , 

(17) («*— «Os.e^+X^tsij'»— a^ijO + ^4as.r. -^a;,f,) — 

£a raisonnant de la même manière, on tirera de la seconde des formules (10) 

(18) A,j{y,x, —y, x.) + (*, — s,] y. y. + + ...:= o , 
de la troisième - 

(•9) .^«(*.«f — «•*.) + ^»/t«»J» — + t*» *0*»=» o , 



( >44 ) 

etc.... Enfio. si Ton ajoute membn A dmibIim tes éfWrtioQ» (>7)> (>B). (19) , elc. , oa 
trouvera 

(ao) («,«. +.r.r« + «.«» + *••)(«. *.)=•• 

Donc . ioulea le» fo» 4|ue le* racines <. , «. wront ioéfnle* eoUe elles , on aura 

pl , si l\,,jii.iii(Hi (7) n'olfre pas de racines (égales, les râleurs de x , y . t ^rjçf. 
poodatilos & ces raciaes. vérifieront toutes les formules cooiprises dans le tableuu suivant: 

=0. «,«,-i-j,j,<fs,e«<K.=o, ele... »,«,+jtji,+«. 



elc... etc. «MS»* «lo... 
«.«•+yi.yi+«i.«*4"=o, dSi.ie»+jr.7.+c^,-i-..^o, «te... •;.•+>'.•+«••+ =p. 



Soit mnintcnr>nt ^ ce <|tie dcTÎcnt !a fonction S, lorsc^up , dans le tableau (i 1)1 
on suppriiue lous tes terme» appartenants h la premièr*; colonne horizoatale, aiosi qn^ 
la première colonne verticale; et Q ce que devient la méuie fuoction , quand 00 UKfr 
prime en outre lei teratei renfermée dam les deuxième! eolenoee beritooleleet verlietfe. 
Enfia <d4«igD0M par P^- 'fie-qnë devieitt S , lenqu'on supprime daos le tableei (1 1) 
le» termes qui appartiennent h la même colonne boritontale que le bioenic — - ^ 
avec ceux qui npp8rl!> nrH nl h !■( m^tne colonne verticale que A„ — t, ou bien encore 
le» terme» compris daiu la utùmc colonne verticale que — s, et ceux qui sont 
ren&rméa dana k même coImum horisonlale que Am^9* Les poljnome* B,Q» 
Pmm * Pw^, Pm»"* Prr ' ^9» • *>* » ^ ^ ». . de» fimctien» enliira» de 
c. De plu» op eura évidemment 

(i5) ^ = P«r» 

et l'on conclura des équation» (10) , en Taisutit ubslraction de la première. 



l«4) E-- = — ^^-T-etc-M.. . . i 

rxx Pjc, ft, ■ ' « I 

Petons d'ailleurs, pour abréger, I 

it$) Xs^P^^n, Y=s^P„, ZsB^P^, etc.*. 

l.a formule (24), combiné avec lo formule (3). doouera , 

I 
I 
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^ ^ T y— "z i/tx»+i*+««+...) « 

«t, n l'on désigne par 

(s?) y» * ^1 f «te...; - AT, , y. t 2. , etc..; ; ele... ; Xn» JT^, Z^t eic... 

Jcs splèmes de valeurs df A , ) , Z , d ( . . . , corrç^ondauU aux raciae» #, , 
«o de lequalion (7) , OD tirera de la formule (aô) * - ■• . , 



^' z= — z=<Ac. 



_f:L_jj: j: _j_ » 

A. y„ — z. — i/(A:»„+y„+z».+...) * 

Le» nUan de sr< , 7. 1 9i » teront complèlemeDl détermiiiée», «us «ignei ]>rès , par 
la première des formules {»8) , h nioi»» que la sopposUion ne fesse évanouir 

simullanémcnt tes fondions X=li , Y, Z ^ .... ; cl, comme on peut faire une sem- 
blable raisonnement & ['(Sprnrd do .r, , y, , s, , rte... , a*,. , j„ , -, , î! ('<:t clair 

que les expressions (iG) seront, aux signe» près, coii)j>Ictcmont déierininéeti par lc$ for- 
mules (28) , ïi moins que des racines de l'équation (7) ne rérifient en même temps la for- 
mule 

(«9) . •! ' !.'■«.. ■ !.. • î* . Jusse. ti'j:j-hi I .- " .-• •. 

*• • ''j 1' •*'•:.: I 11 « . j' . 

Ajoutons que, si les racines t, , «, sont iuégaleSj on tirera de la formule (aj)» com- 
binée avec les deux premières des formules (98) , 

En partant de la formule (3o} , on prouve fiicilcmcnt ({uc t'équalion (7} ne saurait ad- 
mettre de racines toinginaires, tant que cociricionls ./j^, --Ir, , ylM,,...Arj, A,^,... 
A„ , ... restent réels. En effet, si l'équaliou (7) oÛVail alors une racine iuaagiuaire de lu 
forme x4- p^/T . eUe co admettrait une seconde conjuguée à la première pu dp la 
forme \ — pv^» et, en preneai. cet racines pour. «« et on obtiendrait pour 
X, et Xt des valeurs de la forme 

IV*. àXKÈM, «O 
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($1) ir,s/nt+in»i/7 jr.^iwt— aitv'^^ 

3IL,Sf^ «lutdMqMiilitftféeUM. P«r«ail«lepro4iMi 

(5») A,A, = 21o*-f fl't- 

gérait néce«»airemeDt positif oa oui ; et , comme oo pourrait eo dira tatint des produit» 

r. r. , Z.Z, t! r>st clair qfi» la eondition (3o) m Mwait être NDplie» excepté 

das» Ia caa oii l'on aurait 

(55) X,=s2b»=o. r.tsr»»»» Z.sZ»ss«, aie., 
c*tÊ/irk-éin, dam Je cas o* «haoniia dw naioat a» , «, férifiarait lat éfBatioD» 

(54) />^ = o, P,, = o, P„=o, etc.... 



Donc, ai Péqmlictt (7). dttdagpié n* adnwllait des raduea ioMsiadNi» OM Mciiiaa 
Mraienl propiw à vérifier aaaiéawlaai^Péqv^^ mi 

(«9) fi = o» 



qw asi de Biêaie fbfiM • nak du degré «—t. Ea raNOonant dé la bbAiim maaière , 
on Ibra vair fw. d l*éqnalioii (89) admak daa vanim imagjMatVMt caa ladnet laroot 
propret à vérifiât en mèa» tempa réqnalioii 

(35) Q — o^ 



qui eak de BêiM ftnne» naîa do d^pé «a-^a; alaiiiHdeaoila.])oM,riféqiiatiott 
(7) offrait des rarinea inagiiiairea, eoa r«diie» devrrieat taltifidio I chmiuie des éqna- 
tioDs de la ibnna 

(S6) S=9t tLasû, Qs»» aie..- 

IKaillears, eo prolonges nt la série des équatioQS (36), on parvient l'aciiemeut à une 
équation dn ptenier degré . qui cobieide avec la denièM des mhninles : 



(87) asso, 4|y^«80, 4»~«=o, elc..; 



et celte éqoatioD da pranier degré n'admet pos de racintis imaginaires, maît une seule 
raclM rédfe. Dnne féqwtioB (7) n'a pai db racinea imaginaint» 
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( U7 ) . 

Concevons à présent que l'on combiae la première det éqntUoiu (lo) arec tofonoule 
(«4). On obtiendra la loivanle : * 



(M) 



qui devra coïncider avec l'équation (7); et go cilel îi »u{Gt d'observer de quelle manière 
le« polynômes S , P^m* Pwy» Pm...... se forment à l'aide de« quanliiéa renfermée* 

4aw le lablaM (11), fMW «mommUm fM Pea à khiitIfnBM«l»«*«a»^4fn, quel que 
eadi «« 

(S») — #) — d,,f*^ — — ... Œ if . 

Ajontnns tpi'pn comhinnnl !n «^confie , la Iroisièrae, clc«.- , des équatioBf (iO) aveC la 
iormuie (24), on olilieadra encore des équalioos ideotiqiwa, savoir^ 



(4») 



Âa%P nt ^ Âfifmf O^*» ~" ••*" ™ * » 

Cela posé , ima^eua qae l'on pteuw pour « une qo<lc o »^» e 4aitwiim de Fà|aalkNi 

Pxr = O , ou 

(ag) J7 = o. 

Lm foranile» (39) el (4o) AmnereDl elon 

/ i#*/P-j.4-i#«P„4. =—5, 

(^/, — P,/ -i- 4^. P« + .. . = 0 , 

^^Pa;^ + Un** a}P«. +... = O , 

ele»>«>< 



(4i) 



Le nonibro (i-'s formules (4i) étant égal à n , si l'on icc I une dr celles qui oÙrenl 
xéro pour tecood membre, tea antres luilironl pour détermxacr, dans l'iiypothèse ad- 
»r lei faleiiM dei «—1 foaaUtéa 



en fonction de S et deacoefiicienti jijij , A», ... A^'—ê , Aj»,.», J,,-^» , 9^ 
Si» pour fixer lea idée», en npf lîme 1» féconde det foraMilei (41) , h ndeordo , 
) dei «otrei, deneiMhe • en dgard e« noialieiii «lopKea* 



1 



( j4« ) 



Donc . ponr ehusiuie des ?aleim d» j propret i vériiBar l'éfmUoii (tg) , «n ann 

(4a) Ç5=î — = — y., . 

• . «••1 

e( par con»c(|ucitt lei qnttiiiUi Q» terant aflbetAes d» aîpMi €«iiiraire« ,'ti Vum et 

l'auirc dinero do zéro. Celle remarque fournil une nouvelle dénoulfelioa d« ta réilHA 
de» racines de l'équalion (7) , et permcl en outre de fixer des limllesealn leM|lMlIes ««s 
racines $e trouvent compri&câ, ainsi qu'on va le faire voir. 

Supposons d'abord , pour pins de simpficit(5 , que [e&oinlue des nmebtes ' «, /, 
soit égal à 3. Les équations (10) deviendront 

/rfj^ 4. — *}< = 0 ; 

«t l'on, tirera des^deat dmiJèrat 
(44) . = 

IeiTdeut«d» P„wB, P,,,P„étS élanl wipeclivement 

Po^Am^ {Afj — *) — At, A,, j 
(47) , ' 5 = " ^ 

Cela posé, on aura ideotiqueinent , 



(4S) 



(^48) 

d , M l'on prend pour t une quelconque 4oi lecîne» dé réqa«lMitt'(*9) * iee Ibiriniile» 

(48) donneront 

(49) *)J>,,+-rf,.P«eso, 

Enfin « n Ton cmnbine U première def formiilei (49) avec le troitième» on en tirere 

(50) P. _ (//.,- 0.5 _ {A^~^)S ^ 
OU , ce qui rerient aa même «. ^ 

la valeur de Q éiant 

(61) Q=J„^ê. 

Donc h chaciiniî des racines de l'équation (7) correspondront des valeurs de Q et de A 
propres à %ériûer la formule (4^)> et par conséquent affectées de signes contraires. En 
réromé, les Talenn de* polynomei 

(5») jim.— * 

et . . • . - 

(53) - 1) {A„ - s) {A„ - s) - A,,>{A„'S) •-A„\A„ - *)'A.,*{A^'t) + »A„A^,A,, , 

G<«reipendenle> k fane quelconque d«$ racines de l'équation 

(54) (-#,,-0(-rf--*)-^,.' = o, 

seront affectées, si elles ne s'évanouissent ni l'une ni l'auto, de «ignés différents. - 

Soient maintenant t', *' les doux, racines réelles de Téquation ($4)^ ran^é^s dana 
leur ordre de pandcar, en sorte qu'on ait , > ; • 

(«) a'<*'. 

Ces racines , qui sont toutes deux réeUes« puisqu'elles se réduisent auxdeax Taleors de 

s donnée» par ia formule 

06) .=.<:^±^{(^) +^,,j„ • 
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vérifieront la Q9tt4itioa 

(57) • = 

de liqnelle on tirera * en ayanl égaid k réqmiion (S4) , 
«11, ce foi nfient «n ataM. 

(5») • • 

Donc les deux fêlent dq binôme Au — » oonefppttdMites aux deux raeinei de Cé- 
quation (54) , seront affectées de signes diffiftrenli, «eiwiiaed'e|lef ne e'éfeiMHiilf el pir 
suite Ia racine uiii4|M de réqneSien 

ou 

(Go) Q = o» 

«e^ tenAnB4e Win ie» daait l«6iiNe d» rdfpelien (64^ 

(«9) * = 

& nefntqik'elle ne le iddniie k Tnne d*eiilfe eliea. Denc* etlendu que le cendilion (51) 
' e&Mniiiiifenie 
(61) *'>^«— 
on enre 

(6a) Au—**^ on >e , et oa >p. 

Cela poié , «oient S'. S' les ^îeux râleurs du polynoia© (ô3) ou de S cerrespon- 
dentes aux vaieurt t' , »' delafariable 6i aucune des deux racines s'» s' ne 
vAriie r^quolki» (6o) eu réqoatioa (7} . S' sera ime quantité affijctée signe con- 
tteireè celui de A^w^ê*, et A' une^nemilé eCeeldBd'ta ifBneœnkieitaàceiei 
de -Oneandenp 

(63) £'98:oa<;o, «S'ss on >o. 

D'entre peii, le polynôme (55) ou £ ae réduit poar ess— se k Pinfini poiîHf , ei 
ponr « s s» k rinfiqj négttiL Detju ai dîne ce polynocw eut inbititne aoccearivement, 
en lien de «, lea fieifeteleaN 
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(fi4) «ss— «0. «as*', «ca«, 

tel rétaluu des agi n tituti o i u Mrool giânénlciiMiil afliiKléi àu «igia» 
(W) +. 

•diiiettnlt«i>rlMiiiMiMM,Mrairiii»nciMi^^ «ne autre compriee 

«niralwlbittoi t', f', el WM tidiièiM «ipârieun k «». 



8«p|NM0iM mtinfetiiat qne h fonetbii (1) naffarme quatre variaJble* x,y,z u 

Du» ce ca» la foncaon S nn détermioée pir la fomde (i4>^ «I Im ftnctiona A 
Q pat lei deux raiftitet 

D'ailleurs, les fonctions (67) el (68) étant semblabits . I , première à la fonction (^3), U 
Mconde I U fonction (45), on prouvera, en raiaoDnaûi comme dans Fe cas précédent 

«DtN IM Yaleoit i«allM de a propna à vérifiw l'équatÏMi dn leeond degré 
daiiUaa8it.Gdap«ié»iOH«it a*, a*, a"» les tioîa radoee de Téquaik» 



(70) (-'//-')U«-')(^«-')-^vU^,-#)--rf^«(^«.,).^^V«-*)+«vrf,^^-d« 
MBS^ea par erdi* de grandeor* et ddsIgMoiia pa» 

<2'. Q\ Q"t S\ 

iMMlanvde ^ cl de 5 eorrespondante» à ces mêmes racines. Q sera une quantité- 
•Méedunimesigacquelavalearde Q cornwpoûdanle à #=5-«e. c'esi-à- 
te»aM^liiép«fitif^«iro»Biirtp»anito 



( i5a ) 

(71) . - Q'>a' <y<9, <r>'>.' 

Donc, en ajaoi éjgard.à la formule (43), on iroufera géoéraleineDt 

(7>) S'-<o, ' S'>o, S^<o. 

D'autre part, le polyooœc (14) ae réduit, poar t = — «o', ainii |KHir « = œ , 
h l'infini positif. Donc, ai dan» ce pol/nooie on fubatîtue sucoeafimnent , aa lieu de 
a . les cioq valeurs « 

(78) as»— eo, * = ••# *' = l^, « = 08, 

les résultats des aubstitotiona seront géoéralpçneDt aUbctëa def si^oe* 

(74) +, +. — . 4-. 

Donc féqnatioo (7) , dans le eaa dont il i*agit, admettra quatre radnea réelles respeeti- 
Tentent eempriaea eut»» les limilea 

<75) -00, A +«• 

Les mêmes raisonnementa, successi.vcinent étendus au cas cil la fouciion j renfer- 
merait cinq, ils, ... TariaUér, fooniiroot évidemment la proftctailion suivante.. . 

1.** TpioAiiiB. (?Ne( ^m^U nomàrv . été variM* .»» y» i » Cé^vêtio» 

(7) S=o 
et Ut équation* de même forme 

(70) \ '^'M^o, '• <?=îo, etc....', 

«KTont ftfttiea tam roMiMf rdatfo. D« ptu» , s* ^'om nomma 

(77) ' .*^--> 

les racine* de i cquatioi* ' ' ' ■' 

(«9) >« = y ,\ 

rofigidas par or<fra 4> S**^^*^**""'* ^ iwiivu ri^iltf f^qv^tif/i (7) afran<.r«4paè(iv«' 
man*eompr««a«,«^<W*« , 
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< i53 j 

D'après ce qui a élA «lit ci-deanis , il ne peut rester de doutes stt)^ l'exactitude du 
ibéorlBie i ti ee iiL'ect dui» le eu où quel^nM nlean da « vérilleraiwtfc h feb d«iik 



(56) ^=so, JI=o, Q=o, «te..., 

prises eonsécutivemeat. Obser?oDs d'ailleurs que, si l'on nomme 

(79) S*, S\ S**, „. ^e-rrO 

les valeurs da polyaome 5 correspondaotes aux racioes s'. «^•-«•. àc 
l'équation (99) . a 

(80) ' K=^S'S\..S^^ 

1» prodmt d» loale» Mt valeun, K lera une fimeltOD symétrique des racines 4% f*» 

qui pourra êtrt tranéformée en ooe fonction entière des cocfljcienl» 

Jr, , A, Aj, , A, . ... , et s'éTanouira ioule* les fois que ies équa- 

tioQS (7) et (39) auront des racines communes. 

il est facile de rérifier le tbéorême î - dans le cas où les quantités , , A^, , 
A„ , ... Arr , A,» , ... A^,... s'é?anouis*eDl loulcs à l'eïceptioft de celle» qui, dans 
le. second memlire de la fi>roiiile (8) , sont moltipliées par k «wieUtt- m$ on per le 
«Mté ae IW de( nri^ u^y* AJo» en elBrtl'^aiiâUeB 

(81) ' »)j-'=»» . 

eura pour racines A,, , A^, Au Donc , si . pour fiier les idées» on suppose 

oa^omffBAdre .... 
D^n autre côté, comme» dans l'hjyothèse tdmiso.te teWeen (i i).» rédoîti rasuirant 



m 

























0^ 




0» 

. « . 


"ot ,; 




etc^.w. ; 









«1 
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on «m éTÎdenanijBiit . , 

- • ..... ■ ■ ---^f«V^/— O.C'f." — î • 

puis on en conciul-a , eu désignaal par «S', S", S'",.., le< Taleim de S corre»j»Qq-^ 
daotet aux vakun «' A,j , «' = ^tf» , ss ^„ 4» la rariable « > . 



CM) 

«te..»»' ' ' 

Eaihi» H Aél oiflir que S se rédufra, pour — oo, à Tinflni positif, et pour 
t=«), à ( — i)". Doac . ti dan» le poljroojufl S on rabttiltie «ucçeMiveineDl » 
lieu de ê , les n i v«leun 

l«7) ' — », i' = ^.r^,' «*'ss!.rfi» ♦"'tes +«, 

les résultali des substiiatioBi foront aitematifameoi positifs et négatifs. Dooc l'équatioo 

(7) offrira, dans ^hypoth^$c admi«e , n ractnfîs réelles qui, prises OODtécilUTelllilIt 
et deax à deux, reufcrmeroul entre elles les racines de l'équatiou (19). 

Dans lé cas fne nons nnont de oontidërer, leé quanliléi S^t 8"»*** m »^én- 
nottiront jamai*» «t par CfwéqiMiit aoe nloie valeur de t ne |Kwm viiifiar aiwnl- 
tanément les équations (7) et (fii ), à moins que l'un des coefHcients A,, , Ag^ , A^^ • ••• 

ne se r^dui^o b rér^^. Donc îa fonction enlitrc de ces coeflicient* , Hésigni^w por K et 
déicrmîuéc par l'équation i Sn) , oiirir.i ordinaircmenl , dans le cas dont it s'npt , uhm va- 
leur distincte de zéro. II en serait de môme, À plus forte raison, si Aucun des cocilicients 
A„ , A,, , A„^... Ajj , Af, A^ ne a'éranoniiaalt. En ré«nmé, la quantité ti 
ne peut être identiquement nnlla et férifier l'é^lien 

I 
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quelles que »oieal k« Ttlewa aUribuéas- ti» coellidmU * ^ » » >••• d^, 

11 eit nwÎDleoftnl ftctb d*ét«adre le Aéordme i.** «a cas où quelques valeurs de la 
vsrîaWe t vérifieraient îi la fois deux des «équations (5G) prises rnns^rulivemcol. Ad- 
mettons , pour fixer les idées, que, parmi ces équations , les deux premières, savoir, 
S = o, Rssso, soient les seules qui olTreQt des racines communes. La condition 
(S8) MM Nmplie ; wd* «U« wn&n l'être généraleoMal «1 tittihpo k-l'un dMoeel^ 
BoieBle Maftnnét dtns U fiNpotion K na «cgo M tem e iit infiotment petit a. 8«mii 
àS, i^B Im •oeraiiMiiMDt» oomipoiidinU des fonctioi» S «( R. Les éqiMliow 

(89) S-^àS=0^ ' "' " '""^J . • H + Ajlsso 

a'dBrirant fM do ncbei connum»* etlei MetaMde b d«nïière« no|éee par ofdre de 
fnndear» Mrpnt de h Ibfme 

(91) s'4-A«', s'-l-As', ... #<-— )-f ÀJ<— 

A«"', ... àt^*"^^ désigQaQl des quanlilés inHoioienl petites qui s'évanouiront 

•fW t. |)*4iH0iin M ModhHFtdfl ifcdoaliM I." « n- 

eiMtineIlM«ffMfMli«9ineDlcMipriM««Dli«l«eM • 

(91) *'-!»-As', 4";+As':;, ,.• f«— ^-A-A'^"-'». «î 

•t«ettecoiu^a'uMMMl«M..|^def TakiiMd» « aiwi riRpfwAéei de qtfoa 
le Ingéra oonvMuible. Doue elle aa1»nrterà encore pom *— o , c'esl-à-diro , que les 
« tednes de Péfoetion (7) seront réelles, et renfermées entre les limites (78). Seule- 
ment, dans le cas particulier dont il s'ogil , quelques-unes des racines de l'ér^iahon (7) 
pourront se réduire à quelqnp^^-unes des quantité* $'$ ■"'» •••• s^"~'^ qm généra- 
lement leur serrent de limites. , 

On pourrait raiïonnpr ér> la même manière, quelles queluasenti parmi les équations 
("r,| , celles qui, prises consécutivoment , offriraient dw racines communci>; car cela ne 
peut arrircr que dans le cas où les coefficients As» * , An i ..... A„ * Af, , 
Am vérifient une on plnsieurs des conditions . 

.(95) £=:'e, JfasaO, / étft... » 
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L , M , ... déiignaDt leapolynoracs dnns Ifsiiuels se Ironsforme K , lorsque du sys- 
tème dei variables x » y , t , ... on retranche ia variable x . ou les doux variables 
X, jr> ou 1« troU fMttbles x , jr , s , ... clo**.*. Or , pour que Itt emidîtions ($5) 
OMMBt <l*«lM>vérilMa»* îKràffiri d'attribuer fe an oa à plmièan de» coefBeieoti.qii'Mlls» 

smleriMiit diet «ceidiMDiMilt ijifloinraDt petîU t, (', Sdeat &i7 , &S . 

, etc.. ,. lei aiCiCfieûscioents carrespoadaats et infînioMMtt |ftUl* dei. foOQtioiVI S 

f94) ■ , ^4^4Ji=Q, ..." 

♦ 

(95) H+AJlssiî, j^^^ii^sso» 

tandis que t , t' , t' , t'apj^rocheront indéfiniment de zéro; cl gar conséquent, ii. 

coatinoera de subsister pou^Ièt dqaalioos (7] et (76) . au moment oii t , 1', 

' t'^niifiiiraiit. SjsalenwDt albn d^m; dee équationa (3G) , prise* coof4cati)teiiieiit , |Ai|r^ 
rent avoir det rtcb«î «ommuDM. ' 

Si , comme 00 l'a déjà fait , ou nomme 
(<5) «ti «■* il» 

letreeiliea'db^l'liqmtibB (7>. el>M* eorléf èii^tée» MOuA^ywetdrvdvgnddéur, deux de- - 

ces racines, prise» consécutivement , par exempife , y^. et 9-„^, , ne poorronl dovenw • 
égales entre elles, sans coïncider avec la racine s^"''> de l'équation R =.0 ou 
Pxt~o> Donc, si rëcjuaiion (7)' admet des racines égales, chacune d'ellos Térifieri- 
enopM la fbnnnle /'«» = o. que Ton obtient à la pbco de l'équalion (7), lorsque do 
•jntjknïe dee.Tafiebtee 'ar.y^ e,..t. on ^tranché la' TariaMë te. ' >to il t»iWM i »dlia» 

«seqo d0e rpdne* tefjee vérifiitta lë» Ibiniiilee 

' / ' - • .... 

P„ss», etc..., . 

que l'on obtient en retranchant t^ti '^j^\i-mv x , j , * ..... la variable y, ou la va- 
riable 3-, eic géaôrelv ai dciu, tr^,^ qM^trOi, ... raci»e»..de réq|AatioD. (7), de- 

viemwBt é||alw emmeUeti, chacune, de: em.wciet». fiwrawLéwdwwint; iifl& wJeur d» 

$ profm k ^^e^fiee.»M^>r^e^^^|M^|lt»^^(*qq*>î^ gUes. q^'oa ea» 

déduit, lonqae du syatème « , y » a , .... omvttrwKdiS un9» demi, trob , ... .variaMéi' 
arbitrairement choifiea. Alors aussi le» coefEcîents . J,^ , A,, A,, » Aj^,.». 
4^ , ... latiiftneiiti une o».^ pluuei^ det condilions (e3). Mai» ce«,coiidilionf caNeroot 
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( j 

(9S) Ai» MM>iiiiwmiiiirf<i»«wi 9^ 



(16) a,, y,, »< 



6tC<*< $ 



(les >!ysh>me5 de valeurs de x , y , z , .... corrospoadauU aux valeurs i, , *, , a„ 

de la variable $ » ei choitis de taaDÎère & vérifier 1m formule (5) et (10), ea sorle 
4UOD ail * , 



(9*) 



(96) 



C96) 



' — «.) ch + -4- ••• == o , 

(Am + A^» + — «.)^ + »- — 
elc:.... ; 



«tdepln» 

P 

SitotHMlim de ^«r. A», » Af,Aj, . cS-deiml déiigiiie par 

M le iMbI fÊÊ k «ère, 4m MciaM 4e rèqneliett (7) tutpmawUA 4lre ni épk» entre 
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(1^) 

eHes. ni propret iTërifiarréquirtion (ag); et les quaQtilé«(i6), aia»i que nous l'dvmis fait 
Toir,MtroiifW»nl, iuk «i^es prtt» oonplMttMl aitovniBéM par les formules (ïd). 
Ajoutom fiM «ei ^pitmitéi nt»r«Miit k toofte» tM^^MbétiMb^ftote Mam 
(ti). Gdft pMd, li, «n déii^Dtptt 

,. . • t 

de Dourelles variable» dont le nombre soit n, «B ilteibm-k j, », ..••>•. Iw 
v«tean que dérerminentlei foroniles ' ... ■ ^ . .. 

I»=ai,ç4-a;,^4.«,Ç-f.... , 
jr^j*,«4.^,»4.jr.c^| , 

oD aurt » «B 4«rtu 4m équalmw (m) , 

puis, en verta 4w éqaatwAi (g6) , iMsjpeelifiBnwàtiifahipliées par \ . 1« autres par , . 
Insaalmpar C et «joaléM entre «Uei, 

^«r» + + -f ... as + «.«.«^ «tfl%( + ... . 
irf^ + ^//J + -rf,-» + ... « «.jr.Ç 4- + #, + . . . , 

^«ÎB 4- ^/./+ + 4- ... . 

«le 

EnÛD, en ayant égard au», formules (as), on lut m i.' de* formules (98) respecUfe- 
Mt nuUipliées par x , 7 . s .... ou par x. . , s, , ... oa par ... ; 

et a joitlée» entre ellet 

c = «J» 4- j, j 4- «|î -1- , 

• • » • , .* . * i i; -. 'I • « 

«ele«.v«* ; -, - . < • ' 1 r 
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s,*^ll«téqM«ti^;u (i^oo) repiHiÇltf«wWj| qiiilli|^lîéf)i,pçur ce> 7 , , et ajoutées «ntre 

■ 

Il loffin donc généralement <!« II«r le« variables x , y , z , aux variable* nt 
( ... par 1m forOMiIes (98) , pour qtio les équations (99) et (io«) soient simultanément 
vérifiéui. Cette remarque entraîne évidetnmoot la proposition suivante, que j'ai donnée 
dajt» le deruier volumo des Mémoires de CAeadtmu du Sciencei». 

t.* TvéobIms» Ékuu dmtmiU m» fmùUmk komagèmt u da êtùimi d$gré de ptusîewn 

mu4»bU» X , y , t , on peut toujours leur subtlituer d^autres riariableê Ç , « , 

C.... liée» à », j, par des équations (inéaitf^s tellement choisies que la somme 

des carré* de x , y. , s , ,.. Mit équivalente à Ui somme deê carrés de ^ . » , C , 

et que ta foneUon dtnméê de os, y, t, .... m trantfgrm» m «ne /bnetHMi de Ç . » , 
( , ... homogèné el dm ieeomi degré, tnaii qui rtnftrme $eutemeia Us mrri^d» 

La démomlnitioD 4a théorème t , ci-daln» indiquée, suppose à b vérité qoe , ,daa» 
Il fondiea dAnnée , lei eoefficienla 

A'wK 9 y An f **» ^JJ f f »*•- An f ... 

ne aatisfont pas \ la condiiioD (88). Mais, si cette contlition était 't'^rifiée, il suffirait , 
peur qu'elle cesaât de l'être, d'attribuer à l'un des coefficients dont il s'agit, un accrois- 
•ement infiniment petit <; et, comme on pourrait faire converger t vers la limite 
aéro, i^na que le tiiéerloM a canlt da anbinter, il eatdair qu*il «ilbsiilerait- encore an 
■MMnaAllMi I «*éraBaainil.. 

Daot le w partiadîér «b las TariaBlea », y, » sent ao-nombre-diB troîi taulémenl, 
IMqnalion (7) le rédnit kealleqiiise iepréaeQte dana diTcnes quesliena de géonéirie et 

de mécanique, par exemple, dans la théorie det moments d'inertie ; et le théMéme i.** 
fournît les règlea que j'ai données dans le troisième volume des Exercice» comme propres 
h déterminer les limites des racines de cette équation. kUn aussi les équntions (as) 
sont semblables k celles qui existent entre les oosiaus de» an^c» que forment trois axea 
rectangulaires quelconques avec les axes coordottiiés, supposés euxHDémes rectangulaires, 
et la ibéorfloie «oorraspondrà nae propMtlion de géométria, savoir^ que par le centra ^ 
dToM aQrftoa dn saeond d^gié on penl mener trois plant perpendiciilairei l'on à l'antre , 
al danidiaou la divisa an dans fsrtiM sjméiriqttas» 
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J'observerai, en tenoioBat cet arlMe, fu'aa moment ob je D*ea av«Mi eacMe éorii 
qu'une partie* M. Suirm m'a dit éira parveatt à démoatrar fort timitlMiMiit le» ihéoitnM 
I et s. Ilte prepow 4b {mUier ipoeiMmment le HéoMmre ^11 a «enqpoaé k «e wjet, et 
qiiî à été offert h l'Académie dee ideDeei k même jom que le prêtent article^ 



I 



• • i 



I - • 



r - , • 
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SUR LA DiiTERMlNATION 

DU RÉSIDU INTÉGRAL 

DE QUELQUES FONCTIONS. 



Soit f{z) une roQCtioo qui s'éyanouisse, lompi'iMi attribao h la variable 9 de» 
valeurs iiifiaies réelles ou imagioairea» On poumi , Ja fff un gnnid nombre de CM * délei^ 
, miner le récidu intégral 

(0 £«/(•))). 

ou plutôt la Talour principale de ce résitîu , h l'nuîr «les théorémea i, a , 3, 4 de» pag*"* 
ï55 , 258, 27/1 et S7G du second voiticrjc. Touli 1 lis h « démonstrations que nou» avcrx 
duQuécs de ces liiôorémcs supposent iuiplicitcuicui c^uc , parmi leé racines de Téqualiou 

celles* dont les modules ne surpassent pa^ un uomlirc donné ii , sont eu nombre fini 
[wjm les pages 347 et :)43 du aeoeind Tolume]. Or cette condtlîoD n*«at pu toujours 
Mlitfiiite, et 3 peut arriver, par «umpla, que Téquation (a) «Ire une infinité de racinea 
trèa-peu dilltrentes de aéra. Nous alloua moniteDont dooi occupe»d*étendre le» IbéorêoMa 
dHleMDt mantîonnf» an ca» dont il »*agil. 

Goncavank qoa Féquatioii (a) offre noii'»aulanieni une infinité de radno» dont le» mo- 
dale» «oient très-comidérables , mais encore une infinité de rdciaes dont les uiodulo» 
•oient trè»-petit». Suppo»on» d'aiileur» qu*oa atlriboant an modale r de la rariabio 

(S) s = r(coâ/J -h |/T«iup) 

de* valeurs inlintment petit» 

(4) Pi f « » P» » — 

Ctt polaw le» cboiair de manière que In prodoit 

lY.* knsii. 9« 



( i6> ) 

(5) «/W 

'l-'vicnnc scnsihioment éy;al h zéro , quel que toit d*aill©ars l'angle p , ou du moini 
'le manière (juc ce produit re«tc toujours fini ou infiniment pclit, et ne cesie d'être infi- 
uiment petit, en deoieurant Hdî, que dans le voisinage du certainea valeur* particulière* 
de p. La somme des résidtu do J" (s) cotra^ondapU à pelles des racines de l'équa- 
lion (t) qoi offriront dos modules renfermés entre deunooibres finît r», B se Iroo- 
Tcra reiwésenlée per la noiation 

i l pourra converger vers une limKe déterminée, tandis que ces deux norohrfw h' tppro- 
cheront sans cesse, le premier do zéro, le second de l'iniloi positif. Or cette iiroito sera, 
diins rbypothèso admise , ce que nous oppellcrons la valeur principale du résidu intégral 

^ii/i') })• D'aulro part, la formule (64) de la page sie du premier volume donnera 

Si, dans ooUe deraibra éqnilion, on prend Meeesnfemenl ponr r» lée difiérenls 
termes de la série (4), lintégrale 



(») /v.z-'VC'y)* 

couverj^ra évidemment vers une limite nulle, et rcxpresstoa (6) vers une limite corres- 
pondante , déterminée par la formule 

qui est sembi lilL' à l'n|a itioa (ib) de la pape i/fty du second volume. Cc\a prist* , il ne 
restera plus qu'ù taire converger R ver» ia limite » pour obtenir, daus l'h^po- 
ihèse admise . le théorème 1*** de la page a 55 dn secend Tnhime, 

Supposons maintenant 
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(«») 

an niodtla ¥ àthnâùU s iMViéMniafiDiiiiiikl 

petites 

(4) p » pi t p» » '•• 

«Q puine l«e cboitir de aunière le prodoit 

(il) X sw{z) 



dewîeiiBe teniibleiBeot égal k féro » ^iielfaeioitd'eillean le rapport ondumoioe 

de manière que le produit re«le toD|ow* fini on iofli^unieDt petit , et ne ceaie d'être ÎDfi- 
lÙBMiit petit, en dmneareat fini , que dam le veitîaage de eertàines valeurt perticolièrei 

do rapport — . Alors, au lieu de la formule (9) , on obtiendra la euirante 



pei», en lulMtiluaJit è k foDctiiHi «r(s) ea valeur tir^ de l'équation (10) . et raison- 
aaniconBW en Va lààlk la page aâ» daaeeoné volnme» en retrowMt OMnm la IwaMie 
(9)etleliiéorlBieci-deMiHnieBlionfté. Senbnkenileréndade /(e), lelatitfc aso, 
dam dire eoniidéré oomme faisant partie de la somme désignée par la notation 

/(s) )) • et eomme équivalent k ta oensbmta À^^t « cas mémo oh la 

fuactioa deviendrait iofiaie pour une râleur nulle de z. Par conséquent, dans 

rhypothèse adaûae . il faudra , pour obtenir la vafmr principal» do rérida intégral 

<£,((y(s))), ajouter ia constnnU; à la limite vers laquelle convcr^çcra l'ex- 

pression (6) , tandis que les immbres r^t R s'approdieront indéfiniment, le premier 
de zéro, le second de rinflni posilif. 

On élendraît avec la môme focilité les théorênif? " . ^> , '1 '1'"^ pi;/^cs aSS, et a7r> 
du second foluraeau cas où, la fonction fi') clant détcrmiricje par la formule (lo) . 
le produit remplit poor des valeurs infiniment petites île la varialiie s, les 

conditions précédemment énoncées. 

Poor vérifier sur une valeur particulière de la fonction J\:) les remarques que l'on 
vient de faire • supposons 

$la- 

I s 



(.5) /W=7^ » 
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a et 6 désignant Amx conmntm* L'éipMtiMk (•) aura pow têtum le$ valaon de * 
comprîtes dans les deux »ôri«s 

04) "^Ta^* ^Ti^* 

(15) =fc-, ±3^, ±5^. le 

Do pluà (6 produit (5) , ou 

(16) 5/(*) = î- 

dcriendra infinimont jielit i.» pour Ipi ralpurs infiniment grande* de s , dont Ir^ tno- 
dolo» diSèreroot sensiblement de ceux des expressions (l4)* 3** poui' des valeurs iafini- 

mealpeliteade s» ehoMies de manière que leamodideieomspoiidants de <^ 

reftt ieniibleidaiii de ceux te «Kpresiioiii (i5). Gela poté , il rait de ee qa'on « dH pi» 
haut que le Ihéorlme ii" de la page 355 ou plulftl le Ihéotéme a de Ui pi^ t58 da pre- 
mier ToluowtabMiteva pour la fbnciion On «un dette 



(«7) 

pourvu que Toa oonaidère le r&ida i 



oomme roptéMata&t la Knile vert laqudle oenverge TeipreMioii 



landb que lei nombrei r, , il s'approchent , le premief de aéfo , le Mcond de Ilnliiii 
poiitif* Il eit d'ailleun IMe de oonslater l'e»clitude de U formule (17). Car on a 
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A* 

• t 




— ± 






b 

COê — 








ir 



iw I ^ "ïr" 



9 



3F 



•I, en combinant entre elles par vote d'addilÎM le» detu équatwn» qui précidmt, 00 ra- 
produit éndaauiMak la fbnouk (1 7). " ' l > 



(M) /(») — ^ (, 

*••+«—«» C08 — 



LeprodiU 

(fi) «/(«) = 



« 



b 

• •»+«—•» GOS — 

■ ■ » 



Mfa «noore iofioioMal peUt pour doi valeun iaHoiment petites de s choisies de dm- 

dèmqoBlMmodttlMCorreipoaduiltfle dyntant MMiUeuMiit <b eoax dee espcas- 

•ioiu (i5)' Vbk ce nême prodmt cauera de 's*éf«noair, et deviendra génénleiiMiii 4g»t h 
^6 poar de» vahun iafiaînenl graipdes de s. savoir à 4-&« si la partie réelle 
de l'exposant <u est positive . el II — fr« ti la partie réelle de i'ezpoi«tit as est 
négative. Ajoaloiu que le prodait 

se réduira évidemment à féro. Cela poid, le Ihéoréme delà page •74doMeond fe- 
donaera 
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Pour conitattt l'exactitade de cette deraièra formate, U aniBk d*obfemr que In résidiii 
paitielc eomfirt» dan* le rénda ioté|^ftl 



• SttppoMMit enfin 

L'équatioa (s) aan ponr mcinM let faleur* de s compriiM dan* U lérie (i4) et dam 
la «uivante 

=^7' =*=^- ^ 

De plu» le produit 

deviendra iaftoirncût pelil i." pour \m râleurs iafiniment grandes de i dont mo- 
dules différeront sunsiblcmeoi de ceux de» expressions (i4) > 2.° pour de$ rakura infini^ 

iMol pelitn do « .ehciÎMef d»a«ftièie que lee modilee de diAreaft «emiblemeal 

de ceux de* expreMÎoQ* (96), Gela poaë, le thdorAim a de. la page s5S du second volume 
sttbnalera pour la fonction («5) . en sorle qu'on 



cl par soîle 
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i 1&7 ) 



(•9) 



I « * — « * 



* ei 



a6 «6 



ab 
"5» 



a» 



S. pour ahi%«r« l'Ai fini ««A «« , b lonnob (sq) dflfiendra HnpIflQieDt 



/ 



(So) 



I «* — • j , 1 0* • , I » ' — g ' , 

z ' 'l'L' ' i„ < _ T" ••• — 



4- 



En KMDplaçaut dam oelto demièfe a par «f^» en en .tirera 

11 ail ^OQ 4'obMm gM, pour établir dirartemaoi la formok , il «nlGrait de 
prendre 



(5«) 

00 bien encore 
(55) 



^, . 1 ifa« f *** M »«\ 



>io((,))^ 


cos 


s 
a 

((«))• > 


• 


l 


» 



((c))^ déligaaiit l'une quelconqoe de» deu falenn de t propres k lésiùat l'èqiuUeo 
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(168) 

(54) s»o. 

£o effet, duns i'un et l'autre cas» le théorème a de la page aô8 da «ecood folume ea- 
tralnera la formule 

W £{(/(•)))=•. 

qui «p. rMuira simpleaienl h r»5quat»on (3i). Remarquons d'aîlleur» que, dans le cas ofi 
ia funciton f{t) est détcrruinée pnr la formule (35), cette fonction devient généra- 
lement infinie pour une valeur nulle de t . Mais, comme dans le même cas le prodait 
* fi') t'^noDik arec s > la constante préeddonnenl désignée par Am^m , <t 
ptraidielefésida de /(«)* nIaUfft «=o» doinnt être carnés niib. 

On pourrait faire beaucoup d'autres appUcatioiu des principes cinlessus exposés. Si , 
pour Sx» ks idéaa» oo prenait inceesiifflfnent 

f(s) imn slo- 

(36) /(»)=• 



a — 

b 

î{t) 00««£ COI- 

(57) /(0= T' 

T(f) sinas altt— 

f(*), F(a) déaignanldeax.fenerîons entières de «, etiefraelion étant irré- 

el ^' 

ductible, on trouverait 1.°, eu supposant le degré de i{z) infcrieur au degré de F(») . 
et la fraction F(2) non divisible, on divisible une fois senlenient par a « 

„//f(z) sinaa sin^VV 

(38) l[[ i.)Uo, 

\\F(.) çoao coai// 

B.«ettanppoianlled^édapiodiiîi s*f(:) înftrienr au degré de F(:) , etbftno- 
tien f(s) divisible par *»*^ ~. 

\\f(») sinaa «0^/ 
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( ) 

On trouverait de m^me i.* en sapposanl le degré du produit sf(«) inférieur au degré 

de F(s) , et la fonction T{z) non divisible par s , 

• . - - - i f - • 



(4o) 



s.» en supposant le degré du produit »'f(s) inférieur à celui de F(s) , ei la fonction 
f(s) divisible par *^ . 

m IK-^—^])-'- 

On obtient des résultats dignes do remarque en MreloppAOt les foimulrs (&8)., (39). (4o)> 
(4i). Si. pour plut d« aimplîcité, ou prend 

(4«) ■ • . , -¥^—7-' 



f{9') détignaatiinefoiiGtigavatiopiullede 9, Iqs formule* doût il Va^ildeftenilront 



(44) 



| = 0f 



H») • 

Il cos<u.cos^ » J J 

n 9in<U.SlD— « 

et , m les déTdoppaat • od trouiere 

j lang— + " j lang 5^ 9 5ic 

= --<i^tajig«lang-.— , 

\ - 4 . » » 



(48) 
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( «7» ) 

col—- ♦ cot-— »^' - ' Cm-s—'t' 

(48) < 

• * * 



(5o) 



» coséc — ■ cotée — +-«^ 1. ' ~ — coséc — ■ 



Si 1*00 pote dans iet fonntefet (47)t (Séf f "^^j;^ • ' «I-iIm» l«t formulet (46^ , 
(.5o) a=6=sir0, eet qmire fiwniulM dÀBDeronl 

=x — C'COtwaa.col — - ^^ ^ *ff . , 



■ # 



6 - 5 . W 

«xr ((A»') )) 
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<47» ) 



s— J^coi4e«(w.coiéc 



U inporle d'obiomr ^ ue, àuu k» fomidw (44)» (45) . (46) . et par eouéqmnt don* 
Iw iforniulM (4«), (49)* ($<»). (St), (fiS) . (54) U fonctioa nitM>iiD«|]e et paira f(«*} 
doit être divisible par : *. Ajoutons que lea aecooda meinbrei éo» ëqiiatioiw (4?)» (48)» 

f^q), , f'^»), (S'-i). (55), (54) s'cxprîmcroril en icrmcs finis. Donc les séries rjne rcn- 
lerment ici. prt-niter s membres de oea divqraea 6jaatioiia poi^rroat loujooraôtre sommées 

à l'aidu du calcul dcâ résidus. 

Pour appliquer la formule (di) à de» T«lear« pwticuiièsrea de la fonctioo /*(«*) . bà- 
saal auccesMvemeat 

Oa tnmfvrap déni le premiér CM. - 

* ' ' > 8 9-#» ^6 .5 iS-*» - io 4 » 

ei.dttwleieeoiideu. 



(i6) 



(** — k * 



Au reste, ou déduirait iinmédialcmcDt la formule (54) de la formule (53) ea substituaat 
à U variable x le produit x^/IT. Ajoutons que, $i, dans ces formules» on pose 



I ou x:^ — on en Itrere 

0 
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( ) 

(59) T»««T*TIF""«î*'rT-^*"«4Ï*7w'^w^-" 



* ». * 



SuppmoRft oneore 



On conclura des formules (5i], (âa), (53)« (&4) 



(6i) 



«* — 



. .ira* ir I _ /«'^-'M» 

4 » "«» 



(6a) séc „. „ »^c-Tr-+-r^ — r»éc ^-••=^-5{| "îl |-»^' — 



*» — - 



. (ï) . nx» (5) . ««» «1/ a \ 1 
- -ï — T-coséc — + — r-co$6c-= — .. = -{( -OOiécPirsI* 

.4 . 9 



Si. dans ces dernières équations, on remplace x* par s>|/T* on obtiendra les 
suivantes ' . , ' 



--i 1 



(64) 



X* ai wx' 
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(6Ô) 



+ - — ^jt' — r«« „ + -1. — • - — - + — - ■ , ■ 



(66) 



(t) , (f) . 



T 







(67) 



■•,4 «a» 9 ^ — etc« 



ir a-(<'-^'V''-f<-'^-'»'')C08(«Xt/r) 



Lorsque dtm réqaaUoii (67) on écrit |/r au Uen de « , on retrouve la formirie 
(1 17) de la page eyS du fécond voimne. Vut cootéquent cette forntute , que noat eviona 
établie par un calcul contre lequel on aurdl pu élever quelques objections t est parfiii' 
tement exacte; et il ne doit rester liniesaus aveun doute. 



USAG£ DU GiLGUL D£S AÉâlDUS 



L'ÉVALUAnOIN OU LA TRAi^i5i OBMATiOiN DES PRODUITS 

COMPOSÉS D'UN NOMBRE FWl OU miUil DE FACTEURS. 



Déwgnoiii par f (*) aae fondSon aoiitra de la tariable « « et par 

(0 «» P» 7» ••• 

Jei rseiiMS réellw on inapotirn de réqoalioii 

La fonctioo ({t) peunra être présentée iou* U Corme 

(5) f(,)=.A(,-,«)(,-^)(,---,) 



une MQonda variable dnliBde de 6i» di^ J'é^iHlMHi (9) » on 
pote uiooeMivcmeDt »so, «•SF.e^ .4Mi.«|ltinra 

(4) r(o)«=A(-ix)HW(-7)". 

(5) f(*) = -7)..- . 

puis . en dtriiaot la formule (5) par la formule (4) • et adoietlailt qu'tocoDe dél 
^ *ott égaie à céro, on tronme 

4^=('-T)(-f)('-7) 

Soient Ditiinieaaat F(£) une nouvelle fouctioD entière de $ , et 
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( ) 

^» (»* V* 



F(.)=o. 

Ëu iuppMAoi qu'auciuM de cm racines- lia ft'évaaouiMe. en trouvera encore 



(9} 



4^-(-T)(-7)(-f) 



U y • phu : fi 4uu U SumvHit (1Q ta n w jl ioe «acoeMÎTOBelt b nmbia x fat 1m 



rapport» y, -^t 



(10)^ 



i^=(._^){.-^)[._^).... 

4!rr-?<-i).(-F)('-F)-- 



elc*>* » 



et par tuite 



(>0 



■wr f(o) "f(sp'" 



(-i}(-FU'-^)4-i)(.-s)t-:j)"(-il(-éH-^)" 



»,û,..4aD» la Gotmole (9) « on remplace anccetiîvement U variaUe « par le*- 



rtfperU 



X X w 



P Y 



on en- tirera 
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(.«) 



m 



F(o) 
F(o) 

etc... • 



( »76 ) 

•=(-^)(-^)('-^)-- 

=(— ^)('- s) • 
=('-^)('-^)('-ï7)-' 



cl par 



'S _ 

P(o) 



F(o) PH 

^)(-.7)(-^)-(-^)(-^)(-f)-(-^)(-~)(-^)" 



Donc, «Umdu qne !«• MCdnd» membfvt d«« fennolm (ii) d (iS) lont composé» é» 
même» ftcteurs . oa aura ddfinilivenuiat 



l«4) 



'(f) '(7) '(t) ^(f) ^(7) 



f(o) f(o} r(o) F(o) F(oj r(o) 

Celle dernière formule , de laquelle il résulte que le» deux produiu 

■ 

^(t) ^(7) '(f) ■ -Ai). r(f) ^(f) . 



f(o) f(0) f(0j 



L. 

F(o) F{o) F(o) 



p«ttf«i)t driB. traaiibniië* jlao»raatre ;. m dédiiii «iMneDt âu caknl da» fMdas , 
aimi que Dout alioos la ftira voih 



SupiKMatti «Pabord . poar ptot oomiDodilé * qo'aueuni» de» 
n'aiire da racinat ^pile^ Faupot d*aiUeDr» 



(«) cl (8) 



f(o) f(0> f(0) 
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( »77 ) 



■ l'Co) F(o) F(o) • 



Si la v«lear de « êlt «MM rapprochée d« Uto, poar que It p«riie réelle de cbacuD 
dei rapport* 



f(o) ' "^W* f(o} 



raito podiifo, «t que le* eoe0kionle do ^ , dtoa ki logerithnei de eea rapport», 
fitomiiMiil 01 

femiDle (là) 



fitomiiMiil DDO fomnie renformée entre lot limiteo -~ — » -|- — , on tirer* de k 

0 % 



f{o) ^' f(o) fCo) 



(17) i(P) = i--ji-J_+[--i£çi-4.|-4^4.^^^^ 



AioL-ton» que, dans tous les c^s pos«U»les, oa trou?era 



le double ai^^e devaitt être réduit, dans chaque iogarilhme, au signe -|- on an 
HgiM — anifonl que k fonction* placée b k luito do oe double a^no, oSKro pour 
partie réelle une quantité poaitifo ou nég^tiro , el t déNgntut une quantité entière 
oanrenablement choisie. Si maintenant on difTérencie» par ropport km, lea 
owBiliree do la formule (17) ou (ift) , on éh coodoro 

. , . - _ - "(v) ■ ^(7) ' . ^(') ^ 

Ou trouforo do nAne 



* Un établit san» peine U Cbfmule 4 l'aide lie» priacipcf czpotii dasf l'Ànaljie «Igébriftie (dup, IX). 



{ »78 ) 

« - -T n n 

D*aiUeiin le tecood membre de le fonmile (i 9) peut Un npréieiité per l'aae quelconque 
dee deux espreuiont équirilente» 

duttt ou obtient le dernière, en lenpleçent dens la première x pir » et nnlti- 

d(±) 

pliant le iÎMièUen MiM le ligne par — i^=^-^» eonfitmément eus règle* 

trecéet dan» k premier folume (pages 167 el snift) pour la cbaogemenk de variable In* 
dépendante dam le eabsnl des résidas. De même, la ieoend membre de la fbrmnle (an) 
peni éire repréianlé par l'une qtiekoiiqtte 'dea deux eqireHiona èquifalenlet 

^ ^ ^* f(|) ' ((^(t) ))' 

Cela posé, ou lîrera des formules (19) et (ao) 



eu plut simplement 

r(4)F'(r) 

(.4) " \W 



eltendu qae la fraclion 
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(fS) 



( «79 ) 
F'(^)f'(.) 



ne dcvientir.i pas infinie pour une valeur nulle, de «. EffccliveiDeilt, »i Ton Domme 
m ie degré de la foncùoo ealière f (s) , la fraction (s5) pourra êlte oonndérée connue 
le prodnit dei deu rappetli 

-J^y^ fis) * 

qui . pour dee valeon onllei de v > ou des ndean infinies de , m rddnifonl » le 
Smk ^ =m , le fécond à le «omtMile finie . D*an anira oôlé . 



dei veiaan influei de « lédmront le rapporl 

'■(:-) 

k le eoiMiante finie el l'expresaion (s6) ainsi que le produit 

(«8) -JJT^ FCo) 

de le fi»clion(eS)ei de la variable •» k adrot en aura , «a fsrtn de U kvmnle (€4) 
de la paca aS dn 



(•9) 

« 

al par mile l'dqnation (a4) donnera 

i dP i dQ 



* 
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( i<o ) 

p 

Or cette derdièrt , multipliée par * 
(5.) • d(|.)=.p, 

pois p en t'iniégrani b partir de x = o , et obiemot i|ue chocune des fonetiooi P • 
Q M réduii à l'unité pour une raleor nolle de s ; on trouve 

oo, ce qui rofiept ao même» 

^ f(o) • f(o) ~f(5F" îtîï) FiST F(o) *r" 

La formule (i4) ainsi éiablie , dan» le cas où le» racines ' 

«» pf 7t •-• ^» » » t 

sont loutes distinctes les unes des autres, subsistera éridrmmenl , quelque |)elile> que 
soient les diflîéreacea de ces uiémca racines, et par conséquent elle continuera de suli- 
«ïster dans le osa mSme ob plusieurs de ces' racines denendraîenl ^les entre eli«s. 

Si l'on désignait par ( une râleur particulière de la variable x , oi^ tirerait de la 
formule (i 4) . en posant a!! = Ç. ' 

* ' "f(o) f(o) F(o) F{o) F(o) 

puis . e« dûisant KAiraiiik (i4) par la Crnnule (9S) » on tM»uv«i«it 

•'(t) '(7) '(t) '(f). r(f) ^(7) 



(54) 



(I) '(i) '(I) ^(1) ■ 



GoDcevoos k préaoDt que lea fonctiofla f (z) , F(«} cessent 4*«tre enlièrei. Mais ad- 
raetloos qu*cllca realent finies et continues, aioai que leuta 4érivéea des difera ordres 
pour toutes les valeura finies «le «. Suppoiona d'eilleun t.* que, pour cbaenne des 
deux équations 
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(5S) t(*)r=o, (56) , F(*) = o» 



le» racines diiTéreoles (1q zéro suieni ioéj^alcà enlriL cUes , que . parmi ïe& toêines r«- 
doM , Mlle» qid oj&ont des modulei inféridtin h tt9« UmitA finie R . M)î«Jit en nomlire 
foi » et reprétenléet , pour réqMlion (35) , par 



(5y) «» î* 

pour, réqualion (90) » par 

(3«) X, I». ». 

Si l'on prend 

'ItI^^I^I.'-'C- Iti) ^1t) 

la roiicliuii roulera cvide minent finie el continue, pour toutes les valeur* réellel 

ou ituaginairei» de x qui onviroiii des tnoduleê infériear» à A. Eaeibt, parmi ces 
Taieun de x , celles que reofcrmo la iiyto 

(4o) iss«(t» «=««,...# s pV>>f~P{»» #=P»i«.«=Y>, '=Yf*f *=7i»... 

leroot les seules qui puissent rendre infinies quelques-unes des fractions comprises dans 

le second menil)rr la formule (Sg) , en faisant évanouir leurs dénominateur*. D'uil- 
Icurs , pour chacune de ces valeurs, deux fractions devicudront infinies siinult iirracnt , 
mais leur (iiiiércuce restera lioie. Aiusi , par exemple, pour se = «X , les deux Iractiun» 



(40 



deriendroot infii^ en nêoie lempt. Mai» leur diiéreiioe «a le rapport 

t''(t)'(t)-t-(t)<^) 



ceoierTere «ne veleiic fli^ qoi, en vcrlo d*aa' Ihéorême eooao de ctleiil ti 
•em h HiAiiM que celle du rapport 



( i9t ) 

el par coatéquenl égale à 

(44) j^um-^±jm. 



Gala poié. foisoo* 



(45) 



I désignant une valeur parliciilière de la variable x. La fonclioD ^{x) , ainsi 
, restera finie et conliauc pour louics les valeur* de 9 doai I0 module aéra 
férieur à l'unité; cl l'on aura , pour x = | » 

De plua» la loraïule (4&) donnera généralement 

ér /«%(*) ''•^ 

(47) 2 ==:r?(«). 

ou , jcn qui ferienl an même , 

-i'^) +l^+âîï^ '-(f) '-(t) 

--te^o'^-(f)^- Kl) or 

Ainsi, la fonction de x , représcnléo par jr ou ^{x) , dcrra remplir la double 
condition de se réduire à Tunité pour x — ^, et de vérifÎT, qtip! que soit as , l'é- 
qualion difTéreolielle linéaire (47) ou (4S). Or, celte ét^uatiou u'admeUanl pas d'iulér 
grale singulière, la double condition dont il s'agit sera rampiîa tant fun loimodnlw de 
{ «tde a reeleiont inlérieura I B, Donc, pniaqu'op vérifia Moon cette double 
condition en jprenant 

'(f) '(7) '(t)"' r(f) F(f)-* 
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(i83) 

les râleur? de r . ioari)ies par les équations (/(5) vi (49) seront nécessairemeot iden- 
tiques, en sorte qu'on aura, pour toule« le* vaieurd de s et de ( doDt ie aiodule 
ne «urpaMera fU B • 

'(?) '(?) ^Cp) '■■(!) _ 

lïTiiy^ " '(f) Kv) ""' 

00, «e rniettl •« même » 

' ' '(f) r(^) Kl) ^i) ■ 

Si , dan* la dernière formulo* on po«e jE ^ 0 , elle dç^a^era. 

'if) '0 _ '(i) "(p j:,w-. 

Désignons maintenant par /(s) une fonetîoD «emblable à celle qui e»t renfermée 
Mitrle aigne <S dana la formule (itj), sorte ^u'on ait 

(53) /(«)= 



,.f(-J.)F(a) 

Suppoaons de plus que la fonction (5S) ou /(s) pniiao être ééoomf^àp en deos 
parties, dont la première soit la somme de plusieurs termes réciproquement propor- 
tion n'>N h 60* puissances entières de : , et dont la secondo , mulii'ph'^c par z , four- 
nisse un produit qui s'éranouisse pour certaines valeurs iufinimeot peiitcs de z. Si 
«B attribuant au module r de le variable t des valeurs infiniment grandes , on peul 
le» choiiir de nenière que 1*imio des Toactlew 

(«43 *f{»)^ 
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( '84 ) 

' ' '\ ii-)m f(-f)F(-o 

devienne sciisibleincnl égale h uoc expression déterminée ^ , quel <|iie lOtt-ii'aiUeiur» 
le rapport , ou du moim de nwniteeqtta l'iiae dc« diffëitnGM ' ' 

— /. (4?) Ti""7T^ 1 TTl J — * 

r(-f)FW . _ • ( r(-)FW .f(-.-f )>'(-:)) 

retle loujouri finie ou infiaimenl petite» et né «Abee d'être iafinimeiit |telite . en demeu* 

ranl finie , que tl^ns le voisinage (!(• certaines valeur* particulières du rapport ^- ; nlors. 

en vertu du théorème (énoncé à la page »74 du Mcond volume» et des principes établis 
dans l'article précédent . on aura 



(58) . " ■ 

ou, ce qui revient au mftne». 



. . ('. 



•r.i.i '■ •!. < 



(«9) l 



pniirvM fine l'on réduise le résidu intégral compris dans l'équation (58) OU (5g^ Il sa 
wileiir princip;<lc. Si d'ailleurs on attribne au aotubru ci-dessus désigné par R une 
valeur infinie, les séries (67) et (58) rcalcrmeroot toutes les racines des équations (35) , 
(36) , ou du moîpa toutes celles qui ne se réduiront pu k sérp. Âlon » en supposant cet , 
mdinc» Mdtteé rangéei d'aprèa l'ordre do grandeur de leur» -nodules t et d^MgiwDt 



f(f)F(.) 

le résidu partiel de /(*) relatif ù £ = 0, en sorlo que — - représente le terme 
réciproquement proportionné k « dant U tboclioa /(s) , oft trouvera 
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( »«s ) 



(«■) 



»(t) .'(7) "(f) -Fli) fF(f) ,F(f) 

ou, ce ^ni mitttl mi mètat » 



pub , M oocakiasat T^iutioD (6t) ma W ft rai J w (89) «1 (80), o «0 coo eh r* 
(«») 

'(') ^(;) ^(f^ f{(f-xi^ 

" F© F(f) -- 

Donc , li doit k produit 

'(f) '(7) '{t) ^(4) F(|) 



(66} 



'(^) '(f) '(t) ^(f) ^(t) 

OD fait eolrer toute* les firecUoiu de la forme 



••• « 



et correspondante* h celles des racines u , p , y ..... \ , u , v qui offrent des mo- 
dales inférieurs au nombre R , il suilira tl'altriLuer à li des valeurs de plus en 
plus grandes , pour que le produit (tiô) converge vers une limite iioie équiraleote à l'ex- 
n • 

IV«. Aimta. «S 
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( i«6) 



(66) a ' s 

et on obtiendra la fermale (64) « en eeuftilérani ]e premier membre <le celte formule 
comme composé d'âne Infinité de ikclear** On enie par «nile 



(67) 



^© K^) ^0 ' Kï) F(i) 



Ju»(ju'icî nous avons iiipposé qiic, pour chacune de* équations (55) , , It-» racine» 
différenles de zéro élnicni iac^gale.^ entre elies. Mais là déraouslration que ouu« avons 
donnée de le ftrmnle (64) ou (67) peut être facilement étendue au cm même ob les 
équatieiM dont il a'agit offrireieni de» recidee épie» qdi ne Ninîeitt paa rtnllea. Soppo* 
•ODS , par exemple , que n racinto de ré^uatlon (96) devienneal égaies fc X » en 
sorte qu'on ait nonrMÙlement 

m . F(i)=e, 

mais eneore 

(69) »'(>}-.0. r*(X)=:o, ... FC— >(i)=,. 

La somme des fractions correspondantes h ces racines dana le second membre de la for- 
maie (Sg) aern 

'-(t) 

(7«) . ' 



et la tomme dei lermei ^ni • dana ce lecond membre , deviendront infinis poor « = , 
se réduira simplement à 

D'ailleurs , si l'on pose 

(y») *=5«i-f »^ 

« désignant une variable infiniment petite, et «1 Ton développe les deoi eipi 
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( »87 ) 

tuifuii ioi poicMDOw ateendantes de « , «n ayant égard am équation* (68), (69) , il 
toAra de négliger dhnt let développementc obleniw les terme* ialiniroeiit petit* pour ré- 
duire oe* déreloppeinent» aux déiot biaonies 

17^;. T'^'T? ir(a) • « ^ a(a+i) «F<->(îi) ' 

Dune, pour < = 0 , ou, ce qui rcvielU au même , pour a;=:«X, l'expretatOO (69) 
sera équivalente À ia différence de* binôme* (74) • c'eit-è-dire à 

U est aité d'en conclure que la luoction f {as) , déterminée par la furmoTe (Sg) . restera 
eneon finie «l continue pour toute* le* véleur* réelle* ou imaginaire» de x qui of- 
fKront de* module* inférieur* à Jl. J^vm antre cftté, il *oit des principe* établi* à la 
p«ge S4o du premier volume que. dans le cas ob n racines d» l'équation (56) do- 
Ttennent égala* I le réràdn partiel de la Ibactim 

(76) 



rorre<ipundaut à ia valeur >. de z, est précisément l'expression (-0), Donr l'équation 
(61). CD plutôt celle qui la remplacera, se réduira encore à l'équation (63), et en lii com- 
binant avec le* formules (5o) , (69) , (ûx) , on retrouvera les équations (63) , (64) > (67)* 
Seulement, dan* la premier membre de l'dqualioo (64) ou (67)» n. factfona égaitm 
correapondront anjt racine* dont 1 dé*ign«r« la filenr commune * et le produit de ce* 
n IrectieiM tece 



(77) 



f 



14) 

]Sn tévmà, l'en peut énenait la-fropeeitiea wineaie. 



{ «88 ) 

t,*'TtkMAwt, Soient ((s), F/'s) deux fonctions de z qui retient finies et con- 
tinues , ainsi que leurs dérivées de» divert ordres, pour toutes U» vaUurâ finie» de s. 
Supposons d'aiUeur* que l'on ait > , 

(35) f(»}=o. (W) F(») = o. 

et que nellcs de ces racines qui différent de :cro, étant wmgée» d'aprè» Vordr» d» gn»t' 
deur de Uurt module», soient repréeenUe» par 

(87) Kf 1$ «M $ 

pour Féquatiàn (35) , par 

(38) À, <*, », 



pont t équation /M), Admetton» oiteoro quo, patmi io» mémn raetsio», etttoa doiU U 
modaU ro»U ùi/8W«itr à une limite finie R soient om nombre fini. Enfin désignons 

par X une nouvelle varifthli: distincte de z, Si , en attribuant au inodnlf r de 
la variable : des valeurs infiniment granelett on peut le» choisir de manière que l'une 
des expressions 

r{^)n') ;( r(f)F-(.) r(-f)F-(-.) 

'(f)'W ' 'l •(t)W «(-f)F(-.) 

devionno »en»iifemon» igato à wm expreseUm déte r m btio f » quel que »oU to rapport 

-p- , ou du moin» de manière que Cune de» différence» 

re»te toujour» finie ou infiniment petite, et ne ces»e d'être in fi aiment petite en demeu- 
rant finie que dan» la voiointtgo do œrtaiao» vateiato pankaiUtroê da tappati ^\ H 
d» pUt» la fameUan 

pvM êo d^mpooot M parité* dàu Cmo «o«f Is oommo do pta»ikat$ lermt» réd- 
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f ^^ ) 

proquement proportionnels à clts puissances entières de z , et dont Cautre a'évanouiue 
pour certaines valeurs infiniment petites de z ; alors, en désignant par X U ré- 
sidu de f{z) relatif à «==ù, en sérte qu'on ûh 

' ' ,(i)pW. «•)) • 

a par l «M wUur parUeuUèf d» m, 4m trùtmera 

pourvu que Con considère chacun des produits que renferme Céqtuuiûn (67) comme Mm* 
posé (Tune infinité de factewë. 

Corollaire 1 Si , dant h fcfinalc (67) , on prend I =iro , «Ile Amirtfa Minplembiif 

Kt) '(7) '(t) ^.îiiiiilzM. />^- 

-7(5) — m f(5) F(o) F(o) F(o) 

Corollairt s. Si / el «Vanotttueai. Un foroiuks (67) ei (78) doYieodroot re^ 
pactivemeol 

14) '(I) '(4) "^ ni] Kl) ni) 



■ '(t) 'fâ n.) ,'(t) nT)l(f) 

Si de plus f (o) ot F(o) m réduiiaiil 1 Fiioili. on aora siraptemenl 

nT);'(7)nT)--(7)ni)''(f)- 

OteeNon» d'ailieun <)u« JT de?» être eeosé réduit séro» loules les fo» que l'cf 
prasMon (54) t*éfUioiitrt pour oorlainei Tsleun infininiMit peUlet d« la miaUe «. 
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( ) 

L'un des produits coaiprU dam les deux incaiLrcs de U l'grfDlile (C>7j CtHG de ren- 
leruier uqe iuiioité de tactpiir» , djb que l'uue àç& ùnmùm*' f (s) f devient eiilièri;. 

Supposons , pour fixer le* idées . que I» fonpl^in f(;) soit Qoti'Mulett^ni euiiërc, intit 
du prennier degré et de la forme 

(82) f(a) =>!—;. 

Alors les racines > . ^ , y . ... M rédûîronl.è «ne «eale» saroir 1. De plut, les 
fonetiom (54) * (55) deneodroat refpeetivemeot 

(8S) - ■ Î'M 



-:(qi)K-^T)^+(.-Tmi'-- 



el elle» eooif r*«l>l 4** wlfon IbÎM • • éiani în^nie , tm râleur» mmoi le» iiiâM»e« 
que celle» des feaciion» «uÎTenies 

(M) -- fèr' -x(('+-T/'w+('-r)-Frnrî- 

Dodo l*«K|iMMioii« repréaeptép par S dan* le théerâna !.<■, «ara de la fonne 
(87) ^=^^.. ou (88) f^-^i. — xS., 

$9 désignant la limite vers Uqvelle cenvergcra la louciion 



tandiii que : dçviendru loliuie, et ^, désignant la limite de (« foucliou 

(g.) ±{I2±^I±± 
^ as I F(.) .F(-»} 

Enfiu , dâott la formule (ôo) , U tunction sous le signe <S sera 
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( ^y' j 

cl ne deviendra iufinto, pour des valeurs infiniment petites de t , que dans îe cns au 
la fonction F(r) s'iranouira pour s = o. Mais, dans ce dernier cas, si l'on dé- 
signe par n le nombre dos racines do l'éqtialion (36) qni se réduiront h zéro , on aurn , 
pour des nltton infinioieiit peUlc» de « [ Toyes Im La^tn» «n» I» C«IM( mfinkétêmai. 
page 55], 

îF'(;) 

(95) = 
Dono l« formule (6o) donnera 

«t Ton aftVa 

pu» on en conclura 



(y7) « =(t)' 



Gel* poié, OD obliondri éridenoieol» h la place du ihéorAme !.*'« Tune des propmîiîont 
que je vali énonoer. 

TiftoBÂn t. SoU F(s) WM fUmtim de » mu finU «t eùnêinm, ainat f ira 
M diirivées des divers ordres , poàr iouM Im «olsili^ (UÙM d« s > SnppHom ^ail- 
lêttn f «a r«n ait réê^ Céquatim 

(S6) f(»)=o. 

et que ses raewM». MlN^dM d'opriê fanifa dtt^ gfîthdêm de fcttfa niodiite , aaîeni n- 

préscntées par 

(58) l, |i, », ... 

Soit an/?» as iifia iMNlvafb wiriabU dùtineu dt x. Si, en attribuant au module 
r é^U vaMk » dt$ vat«sm infinimàM frandaa , m jMul Ut ekéttir éé tlkmiére 
f «a raa^pnaaîait 
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dmrUmi€ÊmÊtU$mêniégaUà«m»eomMmaêd4M'miiié9 êoit U rapport 

s 

— . ML du mmatê d» maniéré f«* Is àiffinnt» 



(»») 



fWle ioujouTÊ finie ou infiniment petite , et ne cesse d'être infiniment petite , en dmneu- 
ranl finie ^ que dant le voisinage de certaines valeurs partieuUirea du rapport — { 
alors , en dési<^'nnnt par n U montre de» raeinet de i'^aaitoi» (36) f al ee riduirûsti 



à zéro, on trouvera 



XXX 

Corollaire i.« Si, après SToir mulliplié par F(g) les deux membres de la formate 
(loo) . ou suppose { iofinimont petit , on aura «easiblemeot, dans le second membre. 

(.0.) m_^_E^ 

Pir raile , ea prenant Ç = o , on liwii de le formule ( i oo) ' 

Si » io réduit à léro ou à l'onilé» l'Aquitipi) (loe) donnera simplement 
(..S) ,FC) = (.-|)(._^j(._i)...,'^.K(.), 

OU 

m) F(.)».;,^|)(.-^)(._^j....-x,,(.,. 

CwûUaitet, Si /, i'«raiioait, lei Ibrmnle» (loo). (102). (io31 et (io4) donnoront 
mpeetireinent ' 
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(>•») 

(..*, ■.K(.,=.(.-|)(.-^)(.-f)..._^: • 

(.07) ¥ix) = (, - ^) (, - ^) (1 - ^] ... F(o) . 

(.08) F(») =.{t - -1] ( , - ^) (, - ^) ... F'(«) . 

3.* TnioïkftiB. Let mêmes ekoiet iiant posées que ii(in$ te thiorimê s^n Ton peut m 
tributr au module r delà vttrùMù t du vaUttf infimomâ yVmÉbifdbfato de 
manière qut la expreuùm» 

i \ « I ' ^ , 1 I / . ' • ( ^"'(«) 



deviennent sensiblement égaler à des constantes dcUrmtnces 3^ , $t , i/uelque soit le 
t 

rapport , msdis moin» de maniée que Us différence» 

rcslrnî toujours finies ou infiniment petites, et ne tressent d'être infiniment petites en 
demeurant finies, que dans le voisinage de certaines valeurs particulières du rapport 

•p-; otott» <n déùgiutn* p»r n U nombre de» raeùu» de t'équation (36) qui m r»- 



* * * f- r\f(f . « + Ç 

J 1 I 



F(l) 



CtfrpOtf^w I,** Si» aptèiavoi? multiplié par I 1m deux menibrM de la formule (11 >), 
on ittribue 11 f an« tabar iafioimeal petite, on troav«i« 

■ f») 'W=.-rT^-i"-T)('-7)('-T)-"-'''*-'''--., • . 



( 1^) 

Lorsque n «e réduit k lAro 00 A rnnité, c'eit-à-dire, lorsqae t'éqaation (36) n'ait 
OMt pM 4e tftciiiM Dullet, m cd idiMt «natealemettl* on tire de r^natioa (i i») 

(»») Fw- (. - i) i) {. - f )....'*-*;'-^-Fw . 

on 

0,4) F(.)=4-i)(._^(._i).,.'^'*2'-^'F'W. 

CoroUairc 2. Si a > , s'éranouissent. les équalîoM (n»)» (ii4). 
te ré*iirom aux formnlci (luj) , (loG) . (107), (108). 

Appliquons maintenant les divenes formula ci-dofSiM itabliea à quelques exemple*. 

i " fMmp^f. SoppoMM dVbord 

F(»}ssiine. 

HonréqUBtioil (W),Ott 

0>6) tiDS=:Op 

offrira une seule racine nolle, ot une infinité de ncimt rtettes, les onei pontireet le* 
anlrei njgatife»* tafoir. 



Îs=itt ss9«r, casSir, 



ete. ) 
•to. ; 



mai* elle n'edmeltra point do radnea imaginaire» [royoi lo 1.^ volume^ page 1(97]. De 
pltiai Peipteiaîoitt (90) a'éfanouîra, et l*expcea»ion (91)» réduila à 



(>i8) 



deviendra infinànenl petite, ii*l'on allribne an modolo^ 'r de la variable' . *. dee va- 
leniedolalbrme 



n désigtionl un nombre enlier infiniment grand. Cela posé, le 5.' théorème sera t vi- 
demment applicable à la fonction F(s} =»in« , et la formule (1 14) , réduite èi l'équa- 
tion (108) , attendu que lei conitanlet , •'évanoniroat , donntra ' 
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0.0, .i.,=«(._^) (. + -] (._^) (. + ^) (.-^)(. + ^)... . 
m, ce qin nvîeiil m wakoo. 

Il «tl bon d'obaerver que l'oo pourrait oaeoro déduire la fonante (lio) «m (lai) du 
aeeond Ibéoréme et de l'ëqaaiioD (107) , en prenant F(«) = . 

a.* Exemple Suppotou en lecond lieu 

(iM) F(s)s«ws. 
Alors réqualion (36) , ou 

(ll5) C0S3 = 0, 

admcitrn une Infinie' rie racioQS toule» réelles et dUEéreotes de séco , les anes|H>siti?es» 
les Autres négatives, savoir, / 



* 5iP 5ir ^ 

« = — , » = — , *== — , etc... , 

9 s . 9 - ^ 

«r Sir 'Sir 

a » 9 



De plus, l'ejqpreiaion (go) s'évanouira, et l'expression (91) , réduite i 



(leS^ 



suit 



sooss 



deviendra loliuimeai petite si l'on attrii>uc au module r du la variable s de« va- 
leurs de h kmm 
(.36) 



un nombre entier infiniment grand. Cela posé, le 5.* théorème sera évi- 
demment applicable h la fonction F(;) =cosr , et la formulr (i i5) , réduite k l'é- 
quation {,ioj) » attendu que les constantes , ^1 s'évanouiront, donnera 

"•'i - = ('-f)('+T)('-£)(' + ^)(-K)(' + ^)--. 



ou « ce nvieM ao inihnap 

,.8) 

On peut, au resto, déduire U formule (laj) ou (isE).dA la formole (lao) ou (lai) , eo 
remplaçant ce par ~— oTt 

a déaignaDt une conslaalo arbitrairement choi»ic. L'4qaalioB (S6) , ou 
(i3o) iÎD»nMa#. 
admettra une iniiaitâ de racine* réelle*» «avoir» 

(«=«9 t= — a^«, <ssc4**** « = — c+S»» «le.*., 
» = —« — «, « = fl — %Kf » = — a— «I43> 

Da pliia» tt l'on attribiie au module r de U fariable f dca releurs infiniment 
grandes , maif aensiblement dislînctea de eeltM «pii conetpoiulffkt eux vadiie» doal U 
a*a^« lei euptUMiona (90) , (91) , on 



(das-iia«}(«ias+iitt«} ' ^ ^ s{6ias-tiD«)(«io«4-«te«) ' 

restcronl toujours finies ou infiiiinicnt petites , et ia première no cessera d'èlre infiniment 
petite, en demeuraol finie, que daos lo ca» où ie coefficient de dan* z sera 

MQsibkmeot nul , et le rapport -y aenaiblemeat ég/A h ± 1 . Cela posé , le théorème 

i lera dndeuunont applicable à la fonction F(c) — sin; — sina ; et la formule (it3}, 
réduite à réqu^ko (107], attendu que le» «ouatante» « f'éTanoairontt donnera 

0»*)'-iiH.-TK-^)('-^)(-î5;){-i^K»5^)('-K::K 

ou « ce qui tevient an mAue » 



Um itoe-tin< _ g-x «'-(a-t-a)* 4i,«.(;g~a)' sn^^jm+ty 
^ ' atna *" ■ «•-«■ 4ir»-a» 9f*-aï 
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{ >97 ) 

Comme on aura d'ailteo** en rarta à» la formuie (lai) • 

. . iî»-a» 4ir*-a» ^r.^-a* 

(i56) amassa — ; 

* ' ir' 4* 9'' 

on tirera de» éqaalioiit (iSS) el (i$6) . multîpti^ei ToiM (Mt Tantre . 

_ %\nx-*\na »»~ (j-f a)* 4^*- 9»* - Çj: ")* 

l»57) — jj:;;; -, —, ' 

On pourrait , a» roete» dédnire b formule (1S7) des équations (111) et {197) réoniee à h 

fUÎTOBte 

(i3o) nax — unacsssia co» . 

s a 

4»* BsBtm^ Soit eneore 
L'équalioai (36) , ou 

(l4o} C09S = CO8a« 

admettra une infinité de raciiMa« iaf«ir« 

sss«4>air» f=c4i4ii, fs:a-|-$iry etc., 

ss«— 4«f «sa^-fiit, etc., 

NO : 

«=— «y «=— a + aw, «=— o-f-4r, r= — a-f-Bir, etc., 

»=— a— a», zs — a— 4ir» s=s~a— >6ir, etc. 

De plus , l'expression (90) «'évanouira , et l'expression (91) , réduite à 

deviendra inHuiiuent petite, si l'on attribue au Qiodule r de la variable » des va- 
ieun infiniment grandes, mais sentikimnent dïslincteade celles qui correspondent aux 
racines4e Péqnation (i4e)* Gela poeé, le troisième ttiéorioM lera éridemmentapplica' 
bk il la fimctim F(«) = coss — cosa ; et la formule (1 iS)» rédniteà l'é^aaUon (10;), 
«UeBdoL^leteeiiitaBlM /> a^évaneoiront. 
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OU , ce qui revient au môme » 

coax»COi« (aR-a)'-jr* (air4-g)*»JC* (4it-a)»-a' (4>r-t-a)'-a>* 

^ ^ asin»i ^ (•"-'î' 

Gomme an tan d*aiU«dft» en vntu de la formule (iio) , 

^ a a iTT-a an-fa 4*^'' 4>'+<' 



s 3 air air 4* 

on tirera dei équations (i44) (>45) 

^ ' • (a»^)* (a»)' (4«)* (4»J» 

On ponnait» au reste, dMmre la formole (146} de l'équation (tai) rénidel la tuivante 

(i47) coia — co»a8=«u^— •m-^. 

■ 

Lee formulée (lao), (107), (1S7), {146) eubeietent pour dee Toleure quefeonquee réellee 
ott imagiaairae de la varieble » et de la oonetenle a. 

Si,danel*4quation(isi),onpoMfacoeeufement *~-^» '^T' ^o)>lî«o^''> 
lee deux formulée 

jr_ a.a 4.4 6.6 8.8 lObio ta«i> 

^ ' a 1.^ 3.5 5.7 7.9 9.11. tt*i3 * . 

'ir 4-4 8-8 i>»ta 
dont la première a 4t4 donnée par WalKe, et l'on en coodnra 

... „ 1.5 5. - 9. 11 

* ' ^ a.a O.b 10.10 



Si , dane lei formulai t»i). (teS), (146). «o remplaœ m par , «n en tire» 
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( •<» ) 

„.,) .._.-.=,.(.+îl)(,+-^)(.+-^).... 

(-) ••■+--'='(-+^)('+^)('+^)-- 

. , (sir-aV+a» (aff+o)'+*» (àv-a)*+x* (4ir4>a)H«* 

* * {»«>• (4«)' {4«)» 

Si, fîans l ëqualion (tao), on icmptaco la lellre ce i.'par x -\- y^/^ , a.* par 
X- — /(/m** J désigoanl une nouTiillt: voriablu iiidépeudaulc du x, les deux fur- 
mate» qu'on obtwQdrt, étant ma|ti|^iéM Tune par Tattlta , doimvroiit 

. <V.aC09ag.H— y ' (n-xy+y* {iz+x)*^ («tr-x)»ty' (a»r^>x)»-fjr' 
1184, - _ _ _ _ 

En opérant 4e h même saanitee, on lirera 4e l'éqoation (i«7) 

. eex «*r+i0os»9'¥*-'^ («-ax)H(ay)' (gfaj)'+(ay)' (^-»x)*+{*y)* (31r^•aa^)H(ay)' 

Au reste, les rormules (i54) et (i55) pMventélre aitément déduite» de réqoatîon 

Si, dans l'équation {1^7), on remplace I.* x par ar-J-j^/TT et a par a + 6^/77, 
3.^ X par ac — J[/^ et a par a — 6|/rr. le« deux formules qu'on obtiendra « éiaot 
multipliées Tuoe p«r l'autre , donneront 

1 [(<y<|.i-y) ■in;g» *) gin <] » -t- - < - y)eotg» cos a] » __ 

(g-jr-a)»-h(jr-f^)' (;r-«-x4-a)'-h(7+^)* (a7r-a!-ha)»-t-(jr-6)' (air-|-a-a)'4(j>A)' 

En «itérant de la même manière , on tirera de Téquation (146) 



I167) 



[(<y.K-y)cosj?-(«*-K-*)cosfl]*-h[(<y-<-J')8iox~(«*-<-*)gîoa].* ^ 

t(*-«)«+(y-*)'3[(*+«)*+(7+*y] 

(air4ai-a)'+(y-6)* (aic-xfa)*+(7'l-»)* (air-Hg+a)*+(jrt»)* 
(a»)« (»«)• (a,r)» 



Dant'Iei applioattoni que noua renoiM de faire d«a théorème» a et S. le» conHaDle». 



* 
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(i58) 



( 200 ) 

pr(!cédomineDl désignées par . . s'évnnouisscnt, ol les racines de Téqualion (56) 

sont inégales entre elles. Ces niêoies racines dericndraiciit égales deux à deux, de ioa- 
nièrc à coïncider avec l'une des râleurs de t comprises dans les séries 

(9^0, fss*», «=4<r* itse», . «10..., 
• = — «»t »ss— 4»» »=— 6w, «le..., 

•i l'oa MippcMail 

et aior» on tirerait la formule (106) 
ou , ce qui rcrient au même , 

,.«., 



Ao reste, on dédml imiaidiateiMiit l'équation (161) do b formttle (146) eo faiMot 
étanottir ia conatante «. 

Si l'on proBoU 

('6») ?(.)=«•— I, 

l'équation (56) , réduite à 

••=1, ou , — !((,)) ^ 
po«r rtonm lot iKvwi logarithmes Népériens de l' unité /saroir, ' 

,=0, >»a«v^, *r=^,|/7, ttt.„, 

"«V^» «=— 4«V^* »= — Ôrj/.T, etc.... 
Alor» autn l'oiptaiiMii (9o)'defienMt 



(i64) 



«I* pour iàire éranouiv l*«ivniiioii (91) , ou 
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(«1 ) 

■il sunirait d'aKribuer au modale r de la variable z des vaicui6 de In forme 



{167) 



n étant un nombre entier inflniaMnt.grand. On ironverait donc par avlle 

(168) = /. = o: 

et Ton tirerait de la fiwmule (n4} 

An reale , on dédoit imntédtatement ré!|ualien (169) de la fonnole > en remplaçant 
1 

fl) par —as. 

Si 1*4« prenait 
(170) FC»)*=e<'tV— e<— 

c dMgnnnt une eonatanle réelb, l'cqitatiott (36) , réduite k 
{171) =3^, 
tarait vérifiée loules Ie« foU que l'on poierait 

(a 4- = Sfc martre. 

ou y ce qui revient au mémo , 

*« 

n étant un nombre entier quelconque. Par conséquent celle équation offrirait uuo ra- 
cine oulle, et iniioité de racine* imaginaires comprises dans les séries 



(•7t) 



a« ^ 



as= — i/CT 

aa 

jy.« Amtia. 



3« j_ 



3» 



elCt 



f = — — |/T * etc. 
a« ' 
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( Mr3 ) 

De pim t'cxpresuoo (90) t'évaqouirait, «t l'tfpreicïoo (91)1 00 

so réduirait senAÏliicmeol à > pour lov vbkurs do 9 donl 1«» moduleA $erai«ai <J« U 

forme 

n défignaiil un oonAre eolier iofiaimeat grand. On (roureraîl par suîle 

(ijâ) ^, = 0. = 

et l'on tirerai! da ta fonnd* (1 1^) 

(■^>----''--''-=M--i^)(-l^)('-;Î7r)('-îH^J"'- 

ou , ce qai revionl au même , 

Il «ttffil, au reato, pow obleair réqoaUoa (177) • de rvuiplacer» dans la formule 

X par «SX , «t da mulliplier «MuJto le* don» membres du colla formule par e«'+" ' . 

Le* diieraei fonnoles que noua afom tirées des équations (100) et siiîfantes coin» 
cûient nvec des fonnttlea déjli coonues , ou s*ea déduisent facilement. Pour obtenir des 
formules noofeltes', supposons maintenant 

(ij8) K(:)=iia« — 4ueos«. 

41 désignant une constante réelle. L^équalion (SG) , réduite k 

(179) 100^53 = ««, 

offrira une racine nulle, et une infinilé do racines réelles* deux h deux ^ales, mais 
alTeeiéos do m^aei contraires [voyex le 1.^ volume . page Sop]. De plus I expression (90J 
s*évanouîra; et» pour faire évanonir Texpression (91), on 

. ^ * 1 (1 -fl)cos*+a»sln» 



m sins«aseo99 ' 
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il suffira d'oUrilnicr au oiodule r de lu variable t dfs vnleurs infiiiiiuenl grao'le*, 
mais sensibiciueut ditlinctcs de celles qui corrospoodcal aux raciao:» do l'i':(|ualiun (179). 
Cela posé, si Ton désigne par zisX » dSft • db« • ... le» racùiM de cette équation , on 
aura , en verta du 8.* iMoréme et do la fermnle (108) > 

«O* — «BOW» =(*—*) |l—|;-J {l^~) (1 — 

So|»pototi« encore 
(iSi) F(») =s (s* 6)m»« — «coos* . 

« , 6 dérisoint deux eon$lante« poiitives , et ces een»tatitei étant choÏMea do manière 
que l'on ait * 

L'éqtaation (S6>, léduiteà 

('84) laug5 = -^-. 

offrira une racine niflle et une inlAnilé de racioc» jéellei, dans' k deux égale«, mak u(- 
(betéet de «i^ea contrairea [royei le i.** voIuum, page 9o6]. De plua t'expremou (90) 
s'évaaMuira , et ^eur fiiire j&raiiouir r«Kpre«aion (91 ) , on 

il suffira d'attribuer au luodulo r de la variable z des voleurs laiiiiiiucnl graudf^ , 
ifkah acnsiblement dUtinetes do celles qui correipoodent aux racine* de TéquatioD ( 1 S4]« 
Cola posé» fi Ton dési^uc par dbl , =bp • db* • ... lea racioea de cette équation , Ton 
aura ■ en vertu do théorème S et d« la foripole (108} • 

(186) (»• -f- ^) «•« — = (* — «)«> |i ^ f^j I » — |i — î^j 

Supposona enfin 

(187) F(e) = (e* + «— )co»« — a. 
L'équation (S6) , féduile à 

(j88) (•• + e-')coss = 8 , 

oflriia quatre rocinei nulle». I>e pin» , eonune nn tirain de cette équation 

(189) laog— = dbi-- > =s±— — , 
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( «oA ) 

olle afliiwUr» encore, en vertu des principes établis dnns le premier volume [ pn^. âof) 
vl 3io], une iofinilé do racine» réelles ^ui , prises qualre h «{natrc > seront de la Utrme 

(190) »=3Ç, * = — Ç, «r=çt/r,,. «=— ct/r, , 

!; désignnnt une quantité rédle. D'autre part» l'ex|»rei«iM (90) «'émiMNiira » «I 

faire évanouir l'expression (91) • ou 



- . 1 (<•• - ^ — = 1 ros: - (f '+ r— 0 sin i 

(igO ---^ 



l«»-#-»)aïS»-« 



il suflira cl'iiitribuer au module r de la variable s des valeurs iniiuimeai grande;», 
mais sensiblement distinctes de celles qui correspondent aux racines de l'équation (188). 

Cda po»é » ai Vva désigne par db)k» ^ racine» réolles de eelto éqattÎMii, 

on conolitro de 1« formule (106) , en potaut n =s 4 • 

(.9.) a-(.. + ,-)co.»=:^(. + ^)(.-f-;~)(. + ^) 

Revenoni mtintenaDt à la formule (67) , al prenons pour î{») une fonction entière 
du degrA m» qui m «*évanoniiie pa* avec la variable • ; en aorte qtt*on ait 

(19S) f(s)=a,8«4-a.8'"— 4-a,*"'-'-!-... 

... , a,. dèifgBttDt daa coeiCeienla dont le premier et le demie 
de eéro. On trouvera 

= i + i— 1>H h— ! 

puis on en conclura « en attribuant à s des valeun trba-conaîdérabka» 

tt.^.^\ ^ — _i_ aa»-»«U-a *— . • , . 

Cela poié» le* fonctions (64) « (âj») deviendront Nspectivement 
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et , ii «Um coiuerVQiit de» nlsun fiaîas , s étant iofini » cet Tclrart levont le« mimes 
que celle» dei fimolioiis nirMleft 

(«99) nï;r(-Fw-"^^{=^j"*" iW) — FMr 

Donc i'expref »îou , rapréaentie (mf ^ dan» 1» théordme i."» »era de la forme 

(87) ^=ï— ou (88) — 

/• déiigoank b limite ver» kquelle conTergeia gdnértlfloeat lé fbnction 

Mndbqnr « deneadni infini , -et ^, déiignant Je limite de la iendiott 

t**»* J — — ("FH — J ' 

Enfin , dMM la formule (6e) » In fooolion ton» le ligne £. de? iendn 

• + ~ mi n": x + --- m F'(*) ' 



(«o3) 



et ne pourra a'éranouir , pour z = o , qu'autant que la fenclion F(s) s'évanonin • 
elle-ménae. Maie , dans ce deroier cas , si l'on déaigoe par n le DOiDJ>re de* racioea de 
réquatbn (56) qui «e réduiront à aéro « on aura , ponr des ?aients infiniment petites de « , 

(95) . • 
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<«6) 

Oouc la formule (Ci) donnera 

(.04) = - £ <. + •ic.) — LL - — ; 

el rx>n aura > ' ' 

puis on on eondora 

(«07) « ~u) * 

ou 

Si, pour des valeurs infiniiiM m grandes, mais convonablemenl choisie*, du module 
r de la varialije z , le» cxpresMon» . . 

s'évanouissent, aQ<paMjrrat9i dire uuUnl de» osprescîons («ui }» (aot^» AUirs, le5 ceeAtcifiol» 
^« . ^. ^tant féduîy i «éro, on tirera 4e li IbrRMile (908) 

. • =(t) 



mm 

t 



, et réqaaliion (67) donnera 

01 nMinlomM 'on citruno à C une vnlear infiniment petile 1. on aiini «eailUeinenl 
(tn) ^(^) ^ « PCN)M 
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^mim- _ ■ i roc, 

S"* («^7...)" I 1.9. s... Il 



vt par iiiilu l'équalion (210} d«rîiadni 



"r(o) "f(o) l Fwco) j Uyl Ipj Ur" 

Lvnque U fonction F(«) net'éfanoait pa» ar«c « , la formule (61) donna «împle- 
laant JIT = o j «t réqualion (ai 5} doU être rompkoée par la adtanle 

~fôô W n<») '(0) 

Si , au contraire . fa foiiclion F(5) s'évauouu avec a , mai» de manière ^ue l'équa- 
(|uation (36) oilre une seule racine égale à léro, brlnmle (aiS) dennara 

^ f(o} f(o) f{o} "'^ «« F(oj F(o) F(o) 

La diverses formulât ^ue noas f eoons d'obtenir supposent qne la fenciton entière f ^) 
* ne devieot pas nulle pour s =c e , c'eu^-dira • en d'aulret termes , i|ue la coulante 

(»iC) f(o) = <u 



dîl&re de aérOt Si cette coa«taate«*éranouiisaii , les exprMÛont (aoo) , (yoi)» (aos) 4^ 
fiandraioit infinies , ainsi que les coenîcien(s > , et les fractions compriiat dent 

les premiers membres des formules (2i3), (si/»), (iiS). Observons d'ailleurs que 1 «» 
p, 7t ... étant les racines de l'équation (2C) , on tirera de la formule (190) 

(.,,) - fw = ,.(._-ij(.-l)(._|)..., . 

et par coniéquent 

■^-(-T)(-ï)(-f)=-. 

Poar montrer one application des formules qui préabdcttl^ 



(Il 5) F(s)=:«DÇ. 

Alors, ainii qu'on Ta déjh remarqué, rcxprwMÎon (go) «'éTanouira, et l'exprostion (gi) 
deviendra infloimenl petite , si l'on allribuo ou module r de la variable s des va- 
leur!: (\o h forme r~nrr, n désigluuit UD nombre entier infiniment (^and. Cela 
posé . on tirera de la formule (915) 

(9101 < ' — ri \ r r~\ — ' . ■* ••• =s aitt — • tin wn — , 

'(o) fC") fC") *" « P 7 

OU « oe qui revionl au mâme» 

'(f)'(-f) 'im^) im-T!) 

Ao fMte, on peut encore déduire la formule (9*o) i.* de l'équation (8>4)> eu prenant 

V{z) =a , ».* 4« réqiMiîoa (tso)' comJbûiée «ree h formule (« 1 7). 

Dan* k eu jMrticalier ob la fonction entière f (») a pour dernier terne runité, on 
trouve 

(*ei) f(o) = i. 

(«.) f(,)==(,-i-)(.-i.)(.^^)..., 

et la fomule (tao) donne ainipleinent 

«.i,i.^*.i...= _£.,(^),(.i),(^)r(.^)r(^)r(.,^).... 

Si , dana lea fonnnle» (aie) et (aaS) , eii.remplafle 0 par w», on en tirera 

Tw — iï^ï mr- — =-p^»»-u»j»-'--.. 

et 

(„5, f(.,r(_.,.f(^),(_i).f(|),(_^)... = ^,i.ï,r„-*=.„ 

Si, poor fiaer les idëea»-on anppote 
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(226) f (x) = »• — ftxeosd -f- 1 , 

on pourra prendre 

et l'équation, (aaô) donnora • . < , 

("8i : ■ / * 



Supposout encore 
(««9) F(j)=co»s, 

Al«r» on lîfera de la formule (et4) 

/ i ^ ^( y ) ^( "r ) '^(s») ^('37) XXX 

rc«») 1(0) f(o} f(oj « ^ Y 



Si ToD a en particulier f(o) aai^ on cendom do l'équalioa («5o) , en y remplaçant 

KX 

œ par . 

(.5,) fWf(-.).r(f)((-i).f(f)t(-^),.=c^o.»^co.^ 

Ainsi , par exemple » ai la foncUon f (a:) csi déterminée par la formule (ftt6) , on aura 

/ 

(t5«) 



4 ^ 

Sup^iusoos encore 

(.55) F(.) ^JH^^ —■ ris + -nirr - • • 

((<)r détignant one qonlcooqne dei deux falenrt de ( pnipresl rériJierlafomMilA 
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(»34) « = o^ 

Lm racÛM* l, fit *t»^ éà Pé^iiAlioa (S6) Mffoiir 4f kicmnMnt 

(a^) <s«r*f s=î4ii*, «ss9«*, <«-«9r*> eie... • 

et par tuitc la formaie (âi4) donnera 

l^ijéLÉHi ■ '"((f))^ '^((f))^ 

m m - ((^))-^ [i^f 

Si', diDf oeitte âenàkni on lemplaca tp p«r , on «n linro 

fW rio) fw - .((f))* - 
t(«).l«i«hilkr«illé,i»i 



(tM) 



(•»7) 



(.») f(.)f(f)f[^' 



-•'((t))^ ""-((f))' 

-((t))^ '{{0 •im 



AîoM , par oxetnple, en premnt «TOcessifemenk 



eto 

poil on «n «ODcInra, on mï^hçaal • par 0^. 
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(.4.) c.+.-)(.+f;)(.+i:-)-..=^^; 

«le 

La ronnvle (s4i) •'accorde évidenuneiil «vec b premîèra des éqatUoi» (tSO* 
(.43) P(.)«co,((*))^= . --L-+-7:^-«t«. 

Les racines X , |i , « , ... de rd^ualion (30) scroot étidcrataeat 
«• OIT* af)»» 

(144) s*»-^. '-"T"* "~4~' ' 
cl fâr suite la formule (si 4) donpera 



Si , dans celle dwirîèrd» on fempla^i m. par , on eo lSl«M 

^((T})^-Î((f))'-^((T))^-. 

Wr(f)r(5)...=«*f((^)).'.«*T((7))--T((f))- 

f(») = i+aî, fCx) = »+ajS etc.., 

(148) (I +*)(. + -) (i + ^)." = «>• [ T ((«))• l/^j • 
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puU 00 bo coodora , CD rempLaçADt ce p»r x*. 



etc.»... 



CofWOfOD* maintenant qoe kt fonctiont f(«) , F(a) • ceMUiir«iiie ctTaolfe d'éUs- 
«utièrof* MÎeol délenninéM ptr 1m fbmiiUi 

« 

(.5a) f(,)=««.((a))^ (.55) F(,) =-:i7^ • 

Alor» Ic-s racinri / , , -, i , « , v , ... des (V]uolions (r<'>) vi (56) coincidcroQt 

avec to9 valeur» do < couiprucs daus les scncs (^44;, (256). De plu» l'expretsiou 

f'(f)r'(-) rto((-;))- I c. «.))•- 

•'évanouira généraiement, si l'on attribue au module r de la variable s des raleura- 

iiiliiiiiiirni ^^rniulcs» uiaîs sensiblement distinclea des racines de Téquation iin (J-])' ■= ot. 
Un |i(Uirrn (Idtic prendre, dans le théorème i.", /=o. Enfin , comme rt x|iressioD 
(«5/() »\''Viiii(>iiira encore, pour des valeurs inlÎDiiucnt petites de s tellement, choisie! 

quo les valeurs corrospoodaatcs du rapport — difi^reat sensiblement do celles ^ui vé- 



rifient Tdquation cos^|— ]]'=o, on aura, d'ap^^s ce qui a été dit ci -dessus [voycf 

lo f .* coicllairo du i théorème] X=.o; «l par auite Uéquatioa (78) , réduite à b 
iWmulu (81), donnera 

»în — sm ** sin — 

(«dS) cos — cos — cos — ...= 



m m m 
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(a.3) 

Si, dfiii la formule (s6&), on ranptBce » par ^ , ooenlim 

(iâ6) co» — COI co» ... = — ^ — jjj ~— » 

puii» en écrivant au lien de te, on trouTera 



(«57) 



a 9 



AjenUMW ai l'on poie » = 1 • on «o^ura de* (bnnuiei (adfi) e( (lâ?) 
($58) c<tt|~j.co»|-^j.ci)s|-^j... ==wn(i).5sin|yj.5sio.^y^ , 



ai 



— : : : — — : — •* — : — ^— — 



Si Ten différenciait , par rapport à « , lea dent membres de TAquation (a56} » on 
(tluiôi lennlogaritliniea^onMraitnnaiédUteiiient ramoné è la formule (Si) dn précédent 
article» ' , . ' 
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SUR LES CORPS SOLIDES OU FLUIDES 

DANS LESQUELS LA ÉOtlDENSâTICHl OCT ntLATAIlOIf JJNÉAjRB EST LA 

m TOUS SENS AUTOUR DE GUAQUE POINT, 



Concevons qu'un corps solide ou fluide Tieaèe h cbaogeÉ de îvtvaa, ti que par l'effet 
d'ime cane q nelceiiqp e -H fasM^Vm poinîei^tet «etowl 4MI arltftBiftt k Idi JieÉioiid d|et 
dlstioct du premier. BapportoatHeai les poiaU de Teepaoe à' trois m» rtdaajiilMres , 
cl sui^sons qtie le ]K»iQt inau^riel correspoodaot aux coordoDodes tù, y, % dans le 
iiecond du corps ftoH préciséi&eitt peld ^i, doi» ie freBwer dlit,^aîli|ioiirceM^ 
données les trois dilToroaoes 

« — I, y — »» « — Ç. 
Si Ton prend x , j, i pour Tariablcs iodépeotlanles; ( , n , ( seront des fonctioni 
de m, y, * qui serviront à mesurer les déplacamenis du point que Ton considère pa- 
ralièlement ans axes des eool'doniidas. SeienI d'ailleurs r le rayon '«edeur mené dans 
le aeaend état du corpa d'une molécule m è. une «aire molécule Irès-roisîùe m', et 
* , p , 'f If^s an;;lfî^ fornii's par le rayon veeleur r ivec lea deni-eses de» oeordoaaihs 
positives» «Si l'of} désigne pat 

' ' ' ' 

ladîslaneeprimîiifedcsdettzaioléettlef in,m'« lavtlearantBArH|iied« t sera le ttCMire 

de ce que nous aroos ttommé la dilatation ou condensation iînéaire do corps «aîvant la 

«lircclion du rayon Tccleur r, saroïr, de la dilatation linéaire si « est une qnanlîlé 
positive, el (\v l;i coiidcnsnlion ou conlraciion linéaire dans le cas conlratre. Cela posé| 
on aura, en ïerlu des principe* exposés dans le second Tolumc [pnges 60 et suiv.], 

(— ] =(co.«~^;Cos,--cosp~-cos7^ 

4- (cosy — — co8«— — cosp — ^ COS^j , 
puis on en eondnra , on admettant que les ddplaeemento' ^ » « • Ç soient trte^ils. 



41 du d% 
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(f.5) 

Ol"09'pMiid0lliai&d»r qufeHes conditions doivuat remplir ç, », considéréé oooime 
liHVctioTis «lo X , y . i , pour que la comlensution ou «lilatAiioii lHt('' iire du corps reste 
la même en lou» «eiu autour de chaque point. Tel e»t l'objet dont nous ailoa» maintmairt 
nous occuper. 

Soient V| t*. a^ WdUllll<k)iisnDéaîf«tilMMrëei|Mr>Hèl«^^ », 
j, «. OWjiM«>i;.CB«aHk^.l»f«fi»liU : 

»=:r— -, «= — , . «= — . 

(Ls ^ . at 

En avppoMal oet dilahitioiM iiofeires 4gtlea entre «Dé», en elitiendn la cenditiea 

rfx ~ 4^ ^ • 

et par aaite l'équation (a) donnera 

(4) (•^+^)coa?«0S7.f(^^ + ÏI)'^<»7Co»" + (^ + ^«»««««P- 

Donc, si la dilatation linéaic* t recte constaauoMOt ^le h s% on anta , peur dea- 
valeurs quelconques do y. 



En poaant lOMettifencnt dant la focmuia (5) » ass-^, ^s.^, en an tir» 

9 a s 

Aiitaî» pour que la râleur de r devienne indépendante dea anglea ^, ft M est 

nféceasaire que fes déptaoemèal» i. r, , c » ionniérda cannne fbMlteni^ ^» T* • *> 
vérifient Tes conditions (3) èC (0). Rédproqiienient» si ces conditions soflA fériii», t 
um ibdépenilant^ des 8D|^ « • p • 7 . et Ton tirera de b formule (t)< 

* tfx dy ~ dz ' 

il Mt lacile de s'assurer que, dans le cas où les coodiiion» (3) et (C) sont Téniiées, 
la diatanee ■ se réduit 1 une fonction linéaire de x , y , i. En effet , concerons 
que Ton différencie la première des équations (G) par rapport k « » la acoonde par 
vepporlil jr, la troisième par rapport à «., On trouvera 

dtda ^ dxHx * dxtfy ^ rf/<s ^ dtés 

et par cMiaéqaeni , 

d'n rf'Ç 

w ■rfF^r"^' 
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pui», «Il dilKrencwnl la première dos équatioas (g) par rapport h x, la «ccoailc par 
rapport h jTf là Iroitiènie par rapport à e , et ayant égard à U /ormiile (7) , «a 
oblieodra Im tuivaiite» % . . 

(»o) — =0. ^''--0 

Au contraire, »i l'on différcDcic deux fois de ?uilc la première de» équations (6)' par rap- 
port aux variables j c\ z , la seconde pur r.ipport aux variables z et a» , la troi- 
sième j)Mr rapport aux joriablcs x ci y , et 9,\ Von a tou|ouf» égard à la forœule (7), 
on Irottyoni 



puis 00 CD eoadara 

0») — •çr=i». -S7=-<»' . 

Or on tire des formules (10) et (1 a) 

(.5) . -(±)=.. 
Cl par coDiéqiaâiil 

"<> i;=«' «■=»• *=•• 

(>5) dt~ af{x-\-bdy-^cdt , 

<i . 6 . e , & désignant de» qoaolUés coMUmtes. On pool donc <iioaoei^<la pnpoiîlioQ 

snivaDle. 

TuâoiûiiE. Si un oorp$ solide ou fluide vient à changer de forn^, de manière que la 
«fiwUittftitm «M dtlata^am Umimire rem iris-petiu , ei ^it la tn^me en tous sens auiovr 
de ekaquM point/ otU* dUatntio» ou «omiêittatifln no pourra 4tro f «*««• /bufjMiMaîiv 

des coordonnée* x,jr,z. 

La valeur de • étant détcrniinéo par IVqualion (if>) , on déduira sans peine let ftr 
leurs de S . 1 cl ç de la iortaultt (7) combinée avec les équation* (6); et, comi}M 

celle»-ci donneront 

on trouvera 

f t g • A i ' * m ^ n déaignavi encore éei quaQl^lés constanlea. 
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SUR diverIs^ PHÔPOSIUONS 

• * I 

RELATIVES it l/ALGËBBE ET A LA THÉOaiR DES NOMBRES. 

, . . ♦-...••'•Il,, , 

I m— MiawaeiimBi ; 

De* recherche» enlreprises sur la résolution des éqtialloos Linome» m'ont conduit k 
weonnallre <|n*îl existe detrelej^ioni dilues de remarque enire lee quimUléi ditîgiiéee dam 
Ja Ihiéorie des nombres aoiu le nom de raetoos |irîmiiifes et d'antres cpianlllé* qne -ran' 

fermeni les produiU de certaines eipressions algébriques. D'ailleurs l'analyse par lai|ueito 
je suis parvenu à di^couvrir cps relations m'a oiïierl le moyen de résoiulrp facilement cer- 
Uùiie» équations iadblcrmiuées, etm'a fourni des théorèmes qui paraissent mériter Talten- 
tion des géomètres. Je consacrerai plusieurs articles au développcmeol des principes sur 
lesquels repose eello analyse. Museamme ce déFeloppemenl eaûge la connaissance pré* 
liminaire de diverses proposition* retaltrei k l'afg^re el k la ihterie des nonlires , je cozn- 
menoerai par établir les propositions dont il s'agit. Jlndiqnerai en même temps plusieurs 
consé«|nences nouvellm que Ton pont en déduire. 

Soit is un nombre enlrar qudconqne. Jle dirai que les quantités entières • positiva* ou 

négatives, h et k sont iquivaUmUê suivant le moduU n , lorsque la dtlllirence 
h — 1 ou A- — /i sera difîsILIc par n, et j'indiquerai celte éfusva(eii4W » nommée 
eongruenct par M. GauM, à i'aide de la notation . 

h^k (mod.n), 
' employée par ce géomètre. Cela posé , si Ton vérifie la formule 

(i) «,aB"-l-fl,«'"~' -f-a.x"-' -l- ... -l-a„_,a;-|-a, = o , (mod.n) 

dans laquelle m désipie un nombre entier, et n* , «■*••• • n» des quantités 

entière*, en attribnenll 0 le* valeurs entière* 
♦ 

on la vérifient «Kom en prenant 

<B = x,^nt, x = Xt:t.nj , etc. , 
|V.«Aiiiti)u , . «S 
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i t J déiignsoi iêi^ a^oiuiM'tt ejUioci , ou » ce qnii revient au méfloe* en prwant 

et se, , Xt MrODl det rac(n<M de ta formule (i). Mais doux <|ii0tcorv||^i«8 eM 

racines, par exemple, tr, , ar, ne seront coiisiclt-récs comme dislioclea que duirs le 
caa oii elie« no seront pa» équivaleoli'S suivant le nioduio n. Ajoutons que les nota- 
liooa 

A, h[k-"\ etc., 

reprèieuleront le& valeurs de x propre» à vcniitir les loroiules ', ' ' * , , ' 

im^ht k^st=sk*^ «te* 

Soit maintenant P un nombre premier quelconque. Je dirai, arec Mi Pofaiel , <^ 
f, est une iwcine priœiiive do ré(^uaiioo ^ ' 

el ff> me racine prtmilivtt dA l'éiimrakiipe 

lorsque p" sera la plus pclile puiseairoc de ^ qui so Téànm u rumié. et <*" la 
plus petite puisaeiice de r équivolento 11 l'oaiM «uitiiaK Je,eM4<4e /f * Çiiii,.dé(Qi' 
IMM ét«Dt edtnUest on Alablire «an» peine, »ur lea recînes dea équatie» èi de»éi|aive- 
lencea , le* prepoattion» anivanlea dent la plnparl ëtaient déjà oonooes *. 

* 

i.^TaioaÂiiB. Sot€$U m' ^tknêmkrptfOier, ^ un nombre premier, al 
a» deê qmnUlé» «$aiiiti, La formule 

(4) + a,»"'-' 4- ••• +<»«-t« + «-^«> 1 (niod./») 

n*4Ulm«iiraJmMiê fiiMdê m raetsiei diêtlnetn, 

HémmHratiwt, En effet, aeient as;, , m reeinea dîatinclea de le fbr- 

mnle (4)* On «are idonli^ieiMent 



* On p«uc coDiul ter , 4 ce «a jet , lUvan Mteoire* dTaler «t ifo tafimte l'mimge de IT: Gshw , laf iMlé : 

DUfmititione* j4rillimelic<T : Hum. rie dMBombiTi de M. rppfntlri' ; nn trtTiil de M. Pointut , in»ér* dani U 
loB^V de* Utmoirv* <iv i Acadimio det Science», tl k» Mémoire» «le mulbématiquei poblkt par M.GuiUaiUBC 
UM. 
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EnfulMlilnamlaTtleorde 'Irftt rirltn flrrnîlÉm (t|iiiifilBlioii itm§ fi fwiimlii (Q, 
enlrouTira 

P. détignanl un poljnom» qui tun pour premier terme le produit «^«e"-" » 0I (|Im 
é*ér«nowra poar mssx^, pour , etc. On trontvra de roéiue 

(fi) = — X.)''. . /*.= (« — clc, P,= (aj — a:.) p., 

Pi . Pi P«_, , Pm déjî^uniii f^f-s pdlyuomc^ doni les preniiers termes «eroQl 

a^*"~* , ff.at'*'*''» ... , A* , en »orte qu'oa auna uropleme^t 

D'atlleura, eo rertu des formules (5) , (6) , (7), on aura, quel quo toit 

(8) + + ... + + «•(« — «,) (a» — as.) ... (je — or^) , 

Donc l'équivalcDce (â) pourra a'âorire «eoMoe il anît t 

(1») — as,) («—«»,) {«-*iea) ... = 0. . 

Or celle dernière ne pcul Cire TériUée qu'autant qac l'on prend 

0z^'^tt ^tt ey g. . ... en jb^— -gi». 

Corollaire. La formule (8) devant subsister, quel que soit x , unlraloo évidcmoacnt 
Je* »iiivantea 

I't, = ««(Xi X, -\- ... -\-X^) , (iDOd. p) 
de... I 
"«1 ^ rt "•fi jp» ... ÉB» . 

lorsqui! le nombre m ne surpasse pns le module p. Alors en eflfel, si les conditions 
(lu) n'étoienl [>as rcaiplics, la formule (8), dans laquelle le srcnnd membre, développé 
•divrat le*-poia$aDcea desoendenles de U reriable m, ■ pour premier terme a»ai*"» 
M réduirait k une équivalence d'un degré iafériettr 11 p , et pourtant cette éqniralance 
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( MO ) 

ilcvrail admcllro autant do racines que la (liri>inn d'ini nomlirc cnlic;r par p peut 
Iburnir do restes diÛ'érenls, c'osl-à diro, p racines dislincles. Or celle couciusion ne 
s!iic<MMrfl«rait-pM '«Te6 :le'ihèorêne i<^.' ■ j, i j 

Seholie. Lurs<}uo l'équaliou (i) esl du prctiiict- dcgrc ou de la furioe ' . - 

(ti) o«<B + a*=o» (moa.it) 



elle ne peul aduicltrc qu'une «cule racine, ot elle en admet toujours une , repréfoulév 
par l« dotaii«n ' , ■ !« : ., r ,. ,,• 



u, 



cxceplù diiti» i(; cAi <»ij la Uaaùm — , réduite h sa plus simple expression, couscttc- 

' ' ' ■ . t ^ • ■ * 

rait un dénominateur qui no seroit pns premier à n. • Ea effet ,^mi ^ifrra-liMiîdur^ 

trouver des nombres entiers a: et ^ propres ù vériller la formula 

è moins que a, ot n . db soieql uinuiiaoénienl divisibles par un nombre qui ne divi- 
serait pas a,'. ' " ■ ' • - •■ ■ h ' ' 

«.•Tniionr.iiF.. Sufiposons qnc la fonnuh (4) fî'lntfiie m raeinf$ tUstinelts. Sott cTaîl- 
lears P un polynôme (jui divise r nu-icineTU U premier membre de egtte formule. Ix 
nombre dea racintê diiiincUs de L tifiuvaUncù .' 

(t4) P^o, ('aioil.p) 

sera précisément éf^al nu dc'^rc du pofyrtotne P. 

Démonsiralion. Soil Q la quantité qu'on obtient eu divisant par P le premier 
membre de la Ibnttuic (4). Celle fonnole pourra s'écrire comane il auU 

et par conséquent chacune de* racines a: = a;» , x~x, . .... x = Xm vérifiera l'one 
ées équiteleneea 

(iG) P — o. Q = o . (mod.;^) 



SmI d*ailleun le degré du polynôme i>. m — p aera le degré du poljoome Q r 
et commu le nombre du cdtea dee quanthéa a», , x,, 9. qui satisferont à la se- 
«omle des formules (tG), ne |ioarra turpasacr m — fi , le nombre de celle* «jui aatls' 
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feront à la prcmi&rc ne pourra devenir înfôriour à ^« DoDC ce derninr OOmBfe MPC 
nécossairement ^al au degré u du polynôme P. 

5.* TBâoBâMB. SoU p un nombro premier <iueleon^ae. La formule 
( » 7) «'*■* = » » {xatti, p) 

admêUra p — » fwetn«f diêfitteUi » f«^p««f tMmenf iqmvaUntt* ««« nombres cnlrert 

», », 3,...;» — 1. 

/>i{n«m«tiwl«M. Bd «flèl* fi Ton prewl pour » uo quelconque de ces noinbrat en^ 
tien , on troufen 

= (1 + 1 + (• ~ r) ' , (mod./»^ 

«t per coiudqneDt 

ou , ce gui re? ioDl au même • 

' «(•''-•— i)=o? 
et» ooaune » ne «va pa« diTuible par p , oa eo cooclura 
(jg) •'"■«— 1=0 (mod.p), 

le théorème cempr» d«m k &nnule (17) ou (19) eit ^ k Fenntl. 

CwoUain, Gomme» pourftire coïncider la fomnlo (4) avec réqaivalenee (17), il lolBt 
de prendre 

m~p — I» «« = 1, A,»o» a«8so » ••• tfa.»so » <^,=— 1, 

en tara , en Terlo des formules (10) et du S.* Ihdoréme» 

Ii+« + 5 + ,.. + (;)— i)=o, (mod.p) 
i.9-)-i.3-(-..,-M.(f — »)+a.3 + ... + 8.(/» — !) + ... + = 

La dernière des formules (ao) peut encore s'écrire ainsi qu'il suit 



Digitized by Google 



( M« ) 

(«i) i.f.5«»(|»'r-i)<p:— 1)4" fnpll-n) 

«i cooipn»^ le âiéoi^ânM de Wilnm. 

4. * TsiMtoi. A»tt p iM nombre premier , et n untUvUeur de p. La for* 
mate 

admeum ' » rMtNM dîliffficfet. 

DAnMiIrMteii. Soit 
(as) p — m iiv . 

Le bioeine 

sera diriiible par le binôme 

Donc, pui&quo la formule admet p — 1 raoinca dbUocles , réquivalenee 
(»4) «"—1=0, (niod.p) 

. uu la formule (5) 1 «dmellra 1» raeiuea diMiacte»,.«n trrlu du ibdorémc 5. 

5. *T«ioKftHB.5iHmf m, « deiit»m«miineeniUn^u»toenqw, • feurptue grand 
commun diviseur, cl f «it nemhvpremie^ottiiofi premier, Touu racine eammi^ne 

(Us deu»^ua$iott* 

(«S) a»-=i, 
vtrifieratneontê^uathn 

(t6) a»"s=iî . . 

f.l toute racine commune aux deuw iquivalencee 

(•7) «"^it (iiiod.f) 

viri fiera eneore ta fbrmde 



(a8) iB*'r:it, (aiod.7). 

IMmenMffWfûm. «» élantlepInafrandceiiimundiTiMurde m et de it| on pourra 
trouter dea qiiaotiléa entièrci « et v propMa à vérifier, la ooadilîon 

(«9) mit-»mss«t. 

Ccb posé, on tirera des équations (aâj 
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. -s »*' (as** — l) ^ o . 

pr eomdqiwot 

(So) «••—1=01 
«t dm formolM («7) 

= a ^ «■'» (roocl. f .) 

ou 1» 

(B* («•» — I ) = o , (motU f ) 

par eoaaiqucnl 

Or l'équalioD (5o) emùéâ» arec l'équadoD (»6), ei U formule (âi ) avec la formule (sft). 

<7Mw(fa(f«. Gomme loute racine non^ytrîiiiflifV dëré^AloÉi {i)^wi de l'équivalence (3) 
deo» laquelle p déelgne dd nombre premier, vérifiera one autre équaiioo de la forme 

»•" = I , 

, ou une équivalence de 1« forme 

, »"•' = I , (mod.;)) 
m étani < n . il eitit du ibdorêine S q|n*une lemblillle racine devm encorb vériOcr 

l'équalion 

(5a) «••=ai, 
on Téquivalenee 

(55) «''=i» (rood.p) 

« étant uu nombre onlier, diviseur de n , mai* inférieur à n. Donc, si I Vquaiioii 
(«) ou l'équivalence (5] admet de» racine» non primitive», autre» que rooiié, n ne 
pourra être un nombre premier. 

6.* Tniomins. Soil n un ntmbrû «utiêr^tuiefinqtu. L'équation 
(a) = » 

«tfmaffn» «nlml de ractJWf prlmiYtoet f j a de «omèrct enliior» fmntera An, 
MMM m/S)rMttr» A n; et , 4» Toi» «lyifaia 
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(54) n=«-fcV»., 

ft . A, r... tittui Us ficlcurs premiers de n, chacune des raclnt% primUiKt de Ci- 

qualion (a; sera ie produit de jdusuurs ftcUur* u, t» , w yti» serviront de ra- 

ditêifrhûtivtséUixéquationê 

(55) 1 . 1 . eic.... 

Démonstration. Si n est un nombre premier, toutes les rncines de l'équation (g), 
autres que riii)il<',seront primitives, en vertu du corollaire quiprécMe» Le nombre de cet 

racines priuiilikes sera évidemment n — i. 

St n «4l uoe |>uî>t«oco d'un nombre premier a , c'ctl-à-dîre «le la fonnft 
(5C) 

•lors loiit» raciae bob primiliro de féfuaUoa (») • oiji 



(37) = I , 

«ériiien i'équ^ionj 



«•1 



(58) •« =1. 

puisque tout nombre diriieur de a', mais ioférieur à a*- , divisera nécessairemeut 
a*~'. Donc les racinp» non primilivos de l'équation (2) seront alors en nombre é^el h 
«*~'. Les racines restanlcs, doot ie aombre aura pour mesure la différence 

(59) rt- — «— r=a— (a— i) = n|i — -i-j , 

MTOBt toolea primitif ei^ 

Si I» n'eit pu un Bonbre pftiinier, tX nae paintaee d'an Bombra premier, oa poem 
déeompoMT n en deux fiicleurt h , k premieie entre eux, el, pour férifier Pdqmb- 
lioB (•) en 

(4o) 

îl inflire de prendre 

(40 «ssjf», 

7, « élent des racine* de* deia é^uatiojM 
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(4t) (43) 

J a joule que , âi dau& ia lurmuic (4 1 ) oa sub&Ulue *ucoe«uveiucQl â j toute» Itu ri^^aes 
^ r^uatioD (4 1) . el « tiNil«» k* taciiiet 4» r é ^mî oi* (43) • «« «blieiidni loaie* Im 
iMÎJies d«rëqiiali«n {J^). Ea dbt, le nomBre iIm ncine» de Téqualion (4«) étant é^at 
à ht al le Dombre des racines de réquation (43) égal h h , le nombre de» valeort 

de X, ddduîlci do la formule (4 1) , sera ('■gai au produit hk , c'esl-îi-dîrc au nombre 
des rncinc; dtt l'équalioa (s) ou (4o)i cl d'ailleurs il est facile de s'assurer que ces valeurs 
seruut iou(c« disliucles les unes des autres. Car, si l'on désigne par , y, deux racines 
de réfaaiion (4s} . par i,, 9, . deiu radnea d« réqaatioD (43) . et « Ton suppose 

7tSv»rs«s» 

OR eo conclara 

i^L = iî. 
jr, H* 

et, conme on «ara d*antre part 



il e«t clair que le rapport ^ Sera une raciM «omoaone daa deux dquttHMit 



a^^\, aidait 

par conséquent ia radno nniqae de l'équation 




etdei 

DoMs lea valeota de s fournies par Téquadon (4i) * et correspondaoter k des ayi- 
ilmaa diren d« falenn de ^ etde a, aeroat toataa diaUnctea k§ tmea daa aiilfaa , 
elM^acâMÀeat égalai an dit«m«ndbMd«[*éqiMli6nt4o): " 

IV* AIMiB. 5o 



i 



( 8B6 ) 

Enfio il csl clair quo. le pro(!ti!t jz Mra ano racine primilive de l'è<|uation (4o)« 
lorsque y , s seront de» racines primitifes des équalionâ (4i) . (4s)« Efleflelftoit - m 
le d«grè dA !• phis petite poUsaoce de y* qui «oit é^uivaleDle à,J*iâillék GmHMk 
nombre m defce diriier le pràdnit Alk • «d awa aéÎNininiiiBOt 

« J^igDênt uu dlvitew de À I d t un diviiei» de ft; De plni* en élèvent 
chaque membre de la fonnuie . ,' " ' 

(44) ... : 

à la paÎMance eniière da degré — » en en Unie 
el par oontéqnent 

(45) r' = i. 

Or les formules (49) . (4^) devant tubntler simuttanédieot, el f étant le pli» grani 
commun difiseur des nombres A el ait » on en conclura 

m . j^'=î»- 

On Irourera de même 

■ s 

(47) ■ *• * • '■ I «'œIi - 

Donc la formule (44) entraîne !c? formules (46) et (47)- D'ailleurs .si y z sont «^t» 
racines priinitires des équations (4*) ^ (4>^) • exposants « , s dans les formuie» 
(40), (4;) ne pomrent devenir infibneara ,:-ltf premier au nombre A> le second an 
nombre h-, Dono alora la plus petite valeor que l'on poîam attribuer b 1» aoN 
m = , et par eoméqnent 9 sera «ipe taeine primitive de réquatîon (4o} . Ajoutons 
que. si les facteurs y,z ne sont pas tous deux des racioei primitÎTes des équations 
(ju'its vérîticnt^ le prodiiFt v: ne sera pas non plus une racine primitirede l'équalioa. 
(5o) , puisqu'on suppo&aul remplies les deux condilions s < /t , i<k, ou l'une d't^nlre 
ullcâ, on pourra des formules (46), (4?) déduire immédiatement la formule (44) « dans 
laqoeUe on aura tf < AA. 

Soient maintenant a, h, c,,.. le» facteurs premiers de n, en sorte qu'on ait 

• •• ••' *••■<■) ,• •'^e^é.u,-. - .. . .. .. * 

D'après ce qu'on vient de din^, ^<^j^«>btjendra les ca.ya.çf.j|^rimttive«.,de l'^Matloa^Xi)>, ^ 

1 

'* î , < ■ 
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niahipliflnt cellesde Féquetion (S7> qui sont en nomirre égal à a*-'(a — i) parcell*» 
dei'équalîon 

Da même, on obtiemlra ce» deroSèrei en maltipliant eeUes de réi|aaliAn 




qoi M»t an nombre ft — i) . par les nustnet prânilifea de Téquation 




En eonlianaat .de la niéinA inaniftre, on fiaira per reoenaaltre que ehàqoe raeioe pri- 
roitirn de l'équalioo (a) est le produit de ploaieore ftotonra u , v , tv,«.> qui serfent 

de racines primitives aux équations (55); et, comme Ica produits de cntlc espèce se- 
ront tous di«ilapta les ans desaiilrasi il est ^ir que le nombre do ces produits, ou 
l'exprocsioa ■ . . , 

(48) ff 9-r.6/".|,>-...,i;- ô(t- 0(0- 0^" (« - 7) (' - t) (» - 7) - 

indiquera pricii«VMnt io nonbra dea neineepROÛlinn do. rdquatioo (i). 

Si dans le produit 11 , « , mif • ... on ftûiait entrer snceesiivenienl toutes les racines 
primitives ou non primitîres des équations (55), on «^tiendrait ëvidraunent pour ré- 
sahete tonlea Jet racines prin^Uves on non primilive»-da féqnatiôa (a); 

SiAùtiê I.** Soit p une radne primitive do l'dqnatiott (s). Les iiwvn^ pniisance» 
de f , dTon degré iofirnnr à n ^ savoir» 

(49) f* = »» p» p% #"-» 

seront évidemment des racines do la mémo équalioa. De plus ces racines seront di&tiactu 
les unes des aitfres. Car, si Vop wi|ipoio . 

ns éiajpl infihjenr I n, et 1 égal ou inférieur à m , on eu conclura 



("8) 

par conséquent m^l=:o, on m=:£. paiique , ^ , ÀUoi raqioe primilire , aucune 
pviMiaoe «le p , iPm degré diflUnat dfe léro • et isl^nr ft » , n'eura pour ▼■leM' 
Pimilé. Doms ii auite (49) comprendra toula» le* ndnea de l'équation (t). Do plut , ai Iw 
nombrea « et m < n ont un commun dlTÏaeur > 1 » elon, on prenant 

*=p"» 

on vérifian non-aenlemant l'équatioa (a) , maia encore la auivante 

n 

• ••=«1. 

et par conséquent a: = {t"* ne sera paa une racine prirailivo. Donc le« seules puissooces 
de f qui pourront aorvir do lacïoea prunilltea ft Téquation (a) icroat eelleft qui oflnront 
dea czpoaanli iwomiei» à n* Il eat d*aîlleora Ikcile de a'eaaurer que , ai m eat premier 
à n, «sf"* aerauMUiMine piamiUie. AkwitonoAl.aiToiidéÉi^Mier 

la plus petite ptnssance ée x «juî se réduise k l'unité, le plus grantî commun f^îviseur 
de tns et de n «era le même que celui de » et de n. Or, en vertu flu lliéo- 
rfioie 5 , la puissance de p ^ dont l'exposant sera égal à ce plu» grand commun divi- 
aeor, aura pour Taleer ronîlé j ei , puisque p eat nne racine primitive , TeapoaaDt dont 
il t*a(pt ne pourra offrir un ozpoaaut inférieur à n. Donc la plua petite valour qu'on 
puisse nitribuer à • daK ittt ^risible par n, et ne iMrait dÉérer de « = » ; 
(!%>ù il résulte que OBSîp"* fcra, dana l'bypolbèae admiao» une raouie prinùlif» de 
réqualioo (a). . . 

SchoUe s. Puisqne les diverses racines primitirea de Téquation (s) «ont respectiremeot 
égnlos aux diverses puissances de « dont les exposants sont premiers 5 p mois in- 
férieur» à n , l'expression (4^) indique certainement combien il y a de nombres en- 
tiers , premiera è » » et plus petits que si. Cert » au re^lc , ce qu'il aérait facile de 
prouver directement* 

7.* Tuioatua. SûUm p un nombre prtmier f uelaonf ua, «t n un, nombre entier 
diviêtur 4e p — 1. //^utvutoMf ■ 

(a) «"^l (mod./)) 

admettra autamt de raesiMi pfMititW qu*Uya de nambnê auiîart prmim à n . mm£i 
i^érieunà uf et , ei l'on Hippau 

(54) H^««A^•fi>... , 
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a , b , c, .... àlAtU Ls facteurs premiers da «. , chacanc des racines prirniliv€9 de 
l'équivalence (h) sera ie produit de plusieurs ptetcurs u , v , w , ... qui àarvironL lU 
TMinm prtmàcM» mvua iquivûtêtteêê 

«* tf** 

(50) 9=1* »^i> .(nMHl»p«). 

/^Lfafm.<.';i;/u>Ti. Pour ttablir ic ihi'nr<"nje y, il suffit de remplacer, daOB la démOQS- 
(raiiûo que nous avuns doDDÔe du ibcortiiuc C, le signe = par le signe eu 
|»r8Miit I» nomlm p pour moniale. 

Sehoti*, Soil r uoc racine primitive de l'équivalence (3). Les diverses puissances 
de r d*iui. degré inftrieiir 11 n, MToir 

(51) ■••=51» I», r\ r' r"-' 

seront dvnJrnjmcnt c!o« racines de la même équivalence. De ploi ce« racine* seroQt dis- 
tinctes ies uDcs des outres. Car, si l'on suppose 

r*=r* (iiiod.pw)* 

m étant inférieur à n , et / ég^l ou infiérteur à m , oo en conclura 

par conséquent m = Donc la suite (5i) comprendra toutes les racines de la formule 
(5). De plus , si les nombres n et m < » ont un commun diviaenr <• > l « alon » 
en prenant 

a>~r" (mod.f.), * 
«B vérifiera MD-iealdBMal la fiwaiale (9) , naii la loivaiMa 

• (mod.p), 

et par conséquent x~r'^ ne sera pas une racine primitive, Donc les «eulfs puis- 
sances do f> qui pourront servir de racines primitives à la formule [b) seroui celles, qui 
ofllriront des exposants premiers à n. Enfin, comme le nombre N des racines 
priaûlifw fltt préaiténaDi égal an naonlirB dos poiwancei de r qui offiwnt dei azpo- 
laola pvamiara è n nuk pin» patila qna » » aa pavi affimar fae ^eoiM da cca 
ponaaneataent mie radea primitivai. (Taat d'aiUaura ca qu'il aarail £icile de prauTecidi^ 
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Schotie 2. Lonqae n .dofienl 4gd è p«— i • kt neloM pfimitifOi de l'éqaira-* 
leooe (3) rédoile à la fenne 

«'"'Si (aiod.p.) 

•oui oe qu'on appelle le» racine» priimUve» du nombre premier p. Cela posé, on 
troavwa toujoon * poqr un nombre premier p • , aatani de recfaiei prinilivet qu'il f 
aara de nombnt premien è p, maitinftrieimli pé 
8.* TiftoilKB. Mm p «M rweîne primitive fiqMiioà (t). r um meitte 

n ^ 
(5a) « •* as I . (55) « =• i (mod.p) 

awMl fleur ivenMe Im pai tMii ei » ils p et «fe «>, «fpiil eayieeBmt avMI mnlli- 
pUêdê »• ialpefirMclMwprimàceeiceAiMitotndlni^ 

d»et«é* fMH* t dmner&nipour q«^0Htideinmnbm ^uimvnt prêinten à — , 

Démortêtration. £a elTet, dan» rhypolbÈye admue» les différeoU Icrme» compris daos 

la suite ' , , , . . «. 

/» \ 

(54) f «1» p , P , ' —P 

él dont lo nombre est — , seront nutant de raeioei dislbelM de râqoatioo (5a) , tan- 
dis que les diUiéreaU termes compris dans t« suite 




seront aotant de racines dislincles de réquivaience (55). Déplus, m clé'i::nant uii 
des nombres enliert o, itS*... r--> — i, f deriendra une racine primitire de 

réqoatieii (5e), el r'***'" «ne raeifié; primitive de rd^oivaleiièe (53), il im^ erit le, 
pitas petit multiple de ' fM«* . '4111 ieit div^ible par n , per couéqneDt pi m [ estpi«> 

miere A. 

ai 

tf.* TiiiOB|itB, Ut ffiémcf chotu étant patéfê q^afUim Un thiSorémc/i ^**7» di^ptionf 
par 
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Us terme» potUif» , et futr 

lit ttwm» iUgatif$ que p réUMt» U dMfapp$mimt àm prvâàU 

Faùan* d'aUleurs 

(« *-iX« -0— 
X «m «M /hurilm MUîln» ib «lIcfiCeas /bnNalar 

(Sg) iiï = o (mod.p.) 



I fow raeinei, la première, tes raeineê ptinUiwe» ib fépuUêm {ê\, jfojMM^ 
itÊfmMmÊ primitive» dùl^é^uivalaêO0 {i), 

2Nni«ii«awiî0M. Comme , «n dinlofpaiil le preduîl iV , on Iroonn 



n n 



(60) i|f=»^Y— T~T^"* + '2r+"5"+"*+'fa +*"""'3r'"«'«' ' 
on en eondart 

(G I ) A . 

Cela posé , soit p une racine primiUfe de l'équlion (*) • et r Une radne primilir» 
de r^DAiioa ($), Cbacdn doi binôme» 



<6«} «"-i.a*-!, ..»« -»» a»**-!,... pi^-l,M» »**'-^;« 

•en égal au produit de quelque«-nii» dei Ibcteoit linéairei 

(63) « — »» *— Pi «— f»», . m «—!»"-•» 
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( »8f ) 

et de plus éiiuivaleat, suiraot le module p, au produit de quelques-uos de» lacieur» 

linéaires 

(64) (B — 1, r, X — r*, «. r"-'. 

D'ailieon m éuni riiii4|iMl60ji^ d«i noanbm eatien 

!• fréteur linéaire âs— 'P** diviiera «euloroeni le premifir des -èiuomes (6»), si f"* 
ett une racbe primitif e de réqnetioo (t). Le même bcteur dÎTisera les deux biooines 

. m. 

«■*—•. — l, 

ionqne i»*" fera om ndae da r^fMlieii «'si. Il difiiara.lef fUtrabioMM». 

Il • a 

a 

lonqne p* lera aaa fadna de l'éqaalîoii % aie* » et |;éoéraleiiiant il dirisera tèos 
IetlniM«Midtf»ieiquelilMMpMBiil»4a « Mrmtdgpoat aux lannni qp» priseuie le 
développaoïaiit du prodoit 

oa n(.-|). oa 
(Gô) I ou « - ^] - . ou n [i — 1) [i ~ i.] . . .. ou n (i - -ij (i - ^j. ... 

~ *('-t){«-t)('-t)* 

torique p*" aera uae racine de l'équaiion 

' n H » 

X 



= 1, oo ^^ = 1, ou s'ssip aie.... 
ou a»*^=si» ou »**î=i,... ou »^=3i, etc.... 

n 

oa « = I » etc.. » 

* . . . . • »• 

alc»M>« r 
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.( '.55 J 

c'csi-è-diro . lonqae b nombre m ton .nolliple de a • «m de è , «n de c oa 

de ab , ou de ac , ... , ou de bc ou de nbe... D*ai]leur« , rommc, dans le déve- 

foppcinent de chacun des prndnils que nous venons d'indiquer, ie nombre des terme» 
positifs est précisément é^ai nu nombre des termes négatifs , il est clair que le bctear 
liadeife x — difuen généreleniMit» dent le nnmérelear de !• freclien qne renferme 
le fbrnrale (6i)t eolant de binenie» que dan» le dénoniîÉeieiir. Dëne , en général , ee fee* 
teor disperetln , si l'on rédolt h fraelien dont il s'agit 3k sa plus simple expression. On doit 
seulement excepter h ca» on cessant dV'tre racine d'une ou de plusieurs de» équa- 

tions (G6) , deviendrait racine primitive de l'équalion (s). Donc la valeur de A", dé- 
terminée par la formule (61) , sera égale au produit de ceux des facteurs (65) qui répon- 
denl eux ndoea |winûti«ea de Téqnelien (e). Doue X aern une fonction entière de 
m, et Téquatien (58) «nre ponr racines lea racinea primiliTea de Té^elien (a). 

Si, dan» la fraction qne renferme b formule (6 1 ] , on remplaçait ebaeun dei binômes (Gs ) 
fw te produit é^oivabnt de ploaienva dea fectenra (64) • celte freetion , réduite è aa plot 

nmpie expression , serait le produit de ceux des mêmes facteurs qui répondent ans racines 
prifoiUfes de la formule (3). On en doit conclure que l'équirabnce (Ây) aura ponr racinea, 
lea radaea primitivea de réquitalence »" ^ 1 (mod. p,), 

CoraHatre 1.** Si Ton anppoie que fo nombie- A ■ se rédnÎM è une poiwance d*on 
certain nombre prembr a , en aerte qu.on ait . . - . / 

(35) * n = a% 



(67) X=-^^^ = « * +.» * 4....4.a»*-hi. 
Pur^onséqoent l'équation (a) aura pour racinea primiliTes le» radnea de réipaatien 

.(-j) "(-:-) 7 

(68) [, a», •+•...+» -t-isso* 

et l'équation (5) aura pour racine» primitîfe» be imcinea de b fommb 

» . . . '■ 

_ _ - _ 

(69) m +aï +...+« +» = •. (mod-rt* 

IV. A«»â«. ■ 5i 
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Corollaire a. Si n etltefroduit d'uDo puiMaoca du nomim preoiier n p«r uq« 
pqitisDce do nombre prani«r k, cb lorte ({u'oo ail' 

(90) .»«**^, 

les racines primUive* de l'éfttatioa el dit ré%iiiv«ieiio» (3) «e cotti'oudrvu^ 
mdnes de» deux {onbudm 

, , {.-.M.'-.) , , (■•■,)(■'-) _ 

CoroUairt 3. Si n ert d« la fcM-me 
(95) ii:ss««»^e^ 

Ie« raciott* priniitive» de l'éqaaUoa (s) et de réqoirale&ce (3) le confbodroot avec ie» 
raoiaes des deux formules 

^^^^ (/-J U.)(.^-.)(.^-J ■ ' 

(.•-1) (."*"-.) (•"^-.) (A.) ' . ' 



(x"-.)(."^-0(.r^-i)(x"--i) ^^^^^j^ 
(••-l) (.^-l) (•^-l) 



CnMVttriaV 4* Soient p un nombre premier quelconque, et « , 6 , «, ... let ftc- 
leun fÊtmm 4» p ^ b * en aorle qn*co ait 

Lm nobea priniittfaa du nonlfa p m «Mdttndnnl avM ha raonca^ l'4q«val«nca 

U^:..)(.'ri.)(.'^-.)-..(^-4.. 

Dan» lei Inomnea qiia renfiorme la piemier menbce de oetla éqnralaace» la* «apoMai* 

• • * 
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de X tout retpectivemcnt «nx Talean nimiériqMS 4et termei que pvémle le 
ddraloppemenl du produit 

(f-.){.-7)(.-T)('-T)-- = 



I 

ABHNflit. Puîiqii'oa troute» en preDeal p^t , p — «=«• 

(?-o(<— 7)— (—■ f)=— .. 

(,_0(.-i}-4(.-^)=4— . 
wpfpiirt |»s»7i J»— »=»<S» •^•» *=5» 

<'-0(-T)(-i)'«(-|)(.-i)=«-»- + - 

^_o(.-^)(.-|)=..(.-±)(.-|]-..-._.+. 

' , - •>: • 

•t 

0'-.o(■-T)(■-T)-'•(■-T)(■-i■jrT^î-fe*+^^ . . 

etc....» ■ " '• * ' v' • ' 

el l'en a d'eiUenrt * •{'■'" > : -J « r » <li -iyîii« jij kisî ^ .1 .« ^ 



* 

«•-» 



= « + » , 
««• + 1. 



(x"-.)(x'-i) 

on p«ut aBiawr qao let racioe* primiUfit de 5 m réduUeal à la racine uniqaa db 
ré<iuif«l«ifee 

(79) «+1=0, (mod.3). 

1m racte ptnilifM d« 5 coincMaDt >yec Ui wwinM de l'égoiTalMee 

(So) a!4-i=o, (mod.&)* 

■ ■ ' 

let neÔMi piiidlmMi de 7 «fw Im noiiiM de l'dqnifelsMe 



(81) «*— a4'> = o» (iiiod.7). ^ 

1m racines prioiilives de 1 1 avec ie« racine* de réquivaleaoe < , ' 

(••) •+-MS*g. <«Dd*M),i;^t_ ^ (. . . . 

les racines primilivea de s 3, arec les racines de l'éauivaience 

(8$) (■4«-a'4>i = o, (aiod.18). 

lei raeinea prinilim de 17 eteo lot nwinei de l'éfaind«Me /n,. 
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(84) «* + >=o, niod.17). 



etc. 



On trouverait du Diême que les rncines primitives dea oombnt 19 » t9 . 99 » Si i 
57 , etc... , se coDibndeol avec tes raciocâ des équt valences 

— eB' + i=o, (iDod.'i9), 

«. .... 

3C" — + — x'' -^x" — X' 4" i = * » (oaod. 8Q) , 
• »• +*»—•* à»* ^ + * +'* = o »" " (wwt . 
as"— • + » = (mod. 57),- 

etc.... 

Il est d'aiUewt 6«ib ^ t'amirer qoe les racines prtinitives des nombres 5 , 5 , j, 

il, i3, 17, 19, t5 , 19, Si, 37, etc., TérifientJqs formules qa'on vient d'obtenir. 
Ea efiet, ces rncines primitives, lorsqu'on représente cbaoaoe d'elles fêr un nombre 
renfenné entre les limite» o , p , sont respectivement 

ponr pas S ... t , 

p = 5 ... a , 3 , ». 

p ~ 7 ... S , 5 , ' • 4 . i I î , 

(. .. : .: * 

. . Il 

' P^^^^ >** ^* ^'t 7* * ' 
.^=17... I. s, 0, 7» io>- 11 « it» i4« ' 

p = i9... t. S, !•• aS. 14» 

pB»S ... 5 . 7 , 10 , 11 . i4 1 >5 > 17 > 19* >o . 31 . 

psf9 ... a 3 , 8 . 10, 11 . 14 . t5 . 18 . 19 . SI , s6 , «7 , 

pss;3i ... $, Il , I», i3, 17 • «1 • •4* 

If^Hj'*^ ^*' «5, .17» 18, If. M / tê, «4> 9>* 

' ' . . . - . jii 

ii4e« 49V)eadraient 
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tMur p= 5 ... — I . , . 
p= 5 ... — 1 1 t ' 
p~ 7 ~~ *» 5> 

p=Bi$ ... — 6» '¥p 1^ i^v 

pssi7...<i— 7,— ,6,,— .5,— 5,.S«5,6,7» 

p=:i9... — 9» — '6.— 5,— 4>*<'S* 

pss «9 ... ^i4. Il » — lo, — S, —5, — « , t. S» 8, 10, 11, i4> 
p=sSt ... 14 ■ 10, '-^'~9. 7, i,' Il , ifl, i3, 

si on Ie« représentait par de« ^t^gj^^ ç/XDf çi»^S!e^ iiiaiUi* _ , 4. . On 
aura d'ailieura évidemment 

s + i=o, ,(oiod.5), , ... 

• ' ■ * ■ '• " . 1:. j , > . ,. j » .;Ji 

5'— 5 + Ô4r t^o. (mpd.5).. • 

Il est bon d'observer que le produit (78) sera un nombre pair, si l'un des tàcteurs 

a , b , e , est impair, ou si p — 1 est divisible par 4- Donc ce produit sera 

toujours pair, excepté dans le cas oii Ton supposerait «t = 5. Df p.l(|S| les dilTérents 
lermes, compris dan» h aecoiid mMtàmâè h fennu^e (78). seront pairs ew-n^e*, li 
«t difîiiUe par 4. 11 «uH 4e on cbierfMiow qne' l'éqitilioB (77) , fïdnite h 
M forme le plut liniple, anra pour prander tenue oae fjoiaiehcapuie A. m,, A p 
n'eetpuégalà 5, et ne reo^mera que des puissances poires de x . si p — 1 
est dirisiUe per 4* D'eiUenn le dernier tenue de celle éaiMUm sera k Ttleur du 
rapport 

coneipoodkate II « =a o « cViM^dh^ t'iifiitéb'lkne^ il fkn- eatcapte Ir «ié fm ev* 
rail p = i, lea racines prinitirea dit oonibre p dooneNitt l'aiiilé pour prodwl; 
ei eea racioei pearreat Urt cooiiaMaa oohum dsos I deusdsaleij iiUtf'iÉMÉll'^ 
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ii^ja»ùw$i»imt:paUtkêbk%<a^ 4f «lonnerii i pour 

U$ raeirtâê dùV équation 

(84) «.•"-ha.*"— 4-...+«,^,«4.4t„=o. 

dkiw iaquelU a« , a. , a«_, , a„ <<«signMl du quiûMiiiit entières , et suppofûKs que 

une fonction entîirt et tjnUtrique de 4* » » t » {m * ^ eoeffieientt entiers ou 

rationnetst et V kt vmUnt emiièrt wt pWÊ Î mm hf ékotm in#M» fuuUon, f/é^uation 

(Ml) F(l>*fi.» i^<U-.» M'^C'*! 

(87) !*(«,,«,,.... ac«^., fic, );= £/,, .(mod.i»). 
Dimaïuir^Uon* Lm foDctiont tynrftrkniM de C , C. * U-i * « «■ > 



pcawtnt tire eomidétéet » h pnnièn oomme ttae fmclion eotièra des fommea 



(M) 



?• "h Ç» + ••• Ç" "T^ » 
elc««* » 
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h Mcondii comme nue foàcUon sembUbb des ifoaatiié» tgat Vtmt ètMi 'itl tik 'mùiaàÊ 
MMunei en écrivêoi partout I eu Ken 4e « » «(lumliléiqai véri6eal Ici fbrmulcs'^fi») 
et par cemiqneiit ke «ainiile* t ' •■ i 

y a, 

l «i + îc, +...+««— , (mod.p) , 

*• »t + • + flfci H- + ... + 9>au + . + = ^ • 

(*9) ....... . . 

etc... . 

Or il iuii évidemment de eetle renarqoe qa'en eiMllent lei.mnllîplel de pi, oaiWi- 
rera pour la (bnction 

une valeur Dumériqœ entière ou Iraciiouoaire précûémeol égaie à celle de la foncltoo 

• • - V : / , ( 



Corollaire i." Si» aprèa avoir poié l'^quaUen i<leatiqiie; 



on diffiSraneie par iqiport ft m loi logarithmet dei deax membrei , on Iroovere 

- . ' . : i 

fmm on en oonclura , en Mip|ioian( « > i . 

ma,.r'— '■»(!»- ijaix*" •faa^^,x-fa^_. 

C + .... ♦ «.0 ^+(8.'* I.'*... + V) ~ + ... + Ç-* ) ^ + etc. 

Bone. si Ton re|ir<senl« par 



(9>) 
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le déwloppMiwnt du premier membre de b roforole (9e) «nimjit lei puMseUce* uctn< 
daales do , ou aura 



(94) 



/ SB, + œ, "4- = » 
«.*+«.'+"•+*■•—*• ► 

\ etc<*'>« t 

«tgéiMMlMll» I ébiH «n n^BN ëifiëtf ^ioQ^, 

a,' + «,« + ... + leJ =s 

Cela posé* il résulte du théorème 10 que l'on aura cocore 
(0S) «.' + »,' + ...+«,.' = #,, (ttiod.p). 

' ÇeroUaint. Le i«.*lhéor6me pourrail devenir inesiiel» eiosi 4|aè les formule» (10) 
et (89)( si !ede^ m de réfuivdeiioe 



deveonit «Tiptrieur à <;nn mn(^ii|f> p , ou «i 00 module oeM«it d'être uo ooQibre prcoiicr. 
CoroUaire 5. St l'on rctluit itj pulyaome 



au'biaoïBe 



les tomates (85) ét (4) devieBdioÉt re^eoli^ialiieiit 
(96) ' a»*=i, (97) 

On triMTdle d*eUloiwi 



as" ~ 1 (mod.p). 



m 




A etCi.. 
IV.'imifti. 



3e 



1 
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On auM donc 

(99) #,=«1 

toutes Iw fois quo I tttm mnhtple 4e m , et • 

(iou) Si = 0 

il«os le cas eonlrairc. Cola posé, on dédnirt immédiatement des feraides (99) al (100) 

les proposition.^ suivaolef. 

1 1 .' TiiKoi'.i.MF. La somme des puissances du degré l , pour le$ raeineê de Céquatûm 
(ijO ) , est t '^nlc au nombre m ou à zcro, suivant qus l eif ou tilut pai mnUi^ d» nt^ 
1 3.* TuàoaÛHC. Si CéquivaUnec bmomc 

(97) «■ = !« (mad.p) 



«Hma m iweifws tfrtfjiMfat» (a $mim» dé tmr$ puîasoitMS du de^ i êera équi^ 
vaJisnM, Mitvtfia IsnMrfu/a p, mnmomkn m 0itàxiro,mii»mtqu» I *emon 
no ur« pëê multipl» da m. 

Concevons maintananl i|tier p étant un nombre prenier, n un dWiseurife p—t » 

n , b . e , .... I<!R facteurs premiers de n , et X une fonction de x d<^lermîn^ 
pnr In formula (.î-l . nn n'-diiise Tcqualion (85) ou l'équivalence (4) 4 ré<|UaUon (58) ou 
à l'équivaleiicu (^9). Ou trouvera, eu égard à la turaïuie (61) . 

...0 . U.)u-)u . Ur 



puis on tirera i.*de l'équation (int}^ en ditEErenciani les lopridimM des deax 



«-1 » — -1 « X*' " r** 

■ S ' . « 



(»•») 



«c»,asF"'+(m— I +nb-i «s ^ , 

• -t • -i-, 

n n « . ■ • . 



Hr — =-7^ + — T-! — + — — + — 



- I „ . ----- n 

• •--I •''•-I 

2.° du la foroQuIe (.102), ca déFcloppaat iuâ deux ucmbrefi âuivaat les puissances asceo- 
^ntes de > 
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-:-/7+-^+— 

* 

+v(7+-^+-Tr+-) 

•••« 

Pkr raite m aura 

M I n'eMdtfiiiMepar«iteoBdwiioinlMm«iitieM 

c'ett-à-dire. pw aocon de« tenaet twkaaé» daiM Je défdoppement du produit 
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Mais, M le coiilrairc arrira, «lo», «B nommast m le pin» graiid diet nombres (ifl4) 



i|tti divi«e / , 


00 tfo^tm 




f peur 






pour 


m 




pour 






1 pour 


n 

c 








(loi) ^ 


/ pour 


n 




1 pour 


n 



*=-(-T)(-i)(-7)™=' 



I -a 



eli6i»> 
elc.«t> 



^ 



. n n 

four « «i= 



N 

(.-*)(. -r) • 



\ elc. 



Ocia posé» ofi déduira immédiatemenk de* formulet (loo) et (io5} les propoMliow toi- 

% an les. 

lô.'lnkouÈuE. Soient n unntmbreeitUer^uUemquct 6» e, ... Uêfamurf 
premia't de h , ei faitom 

JjKtoauiudeêputaftneeidnéegri t', pput kê raeinti primiUvti é$ Ci^mUtm 
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Mtra nulU, «( U d^ri t n*eU divitiiU par «««cm du termtê f renferme le Hivt" 
tof^Hmf-nt du frtwUùt (56) • c'est-à-dire, par aucun des nombres ()o4)> Mais, ti parmi 
/vjç vomirez on trouve un ou pftt^ictirs dîvtfcprs de ( , i7 suffira de ronsuHn r le plus 
f^rand de ces dti ixcurs , puis de remplacer, dans son expression sous forme fraction- 
naire, les nom Lns n, f I , h, a, ... par les n^tnkres N, i — a, \ — b, i — 
pour obtenir la somme dont il s'agit. 

ilf.' Til£oa£iiB. Les mêmes choses étant posées 7110 dans le théorème ii>, et p étant 
un ntmbtm pranier ^ui » <<f«M4 fflr u , doàn» 1 pour reeUf C» mrnme deê pute^ 
4kt dt^r4 l » pw U» ihomnm fmmUhnê de (^^uiwUenee 



(5) a?" — i , (uiod.p) , 



étjuivatentc à tira, suivant (e module p, «i t itfett divisible pcfr aucun des 
nombres (104). Mais , si, parmi ces nombres, on trouve un ou plusieurs diviseurs de 
I, il suffira de considcrcr le plus grand de ces diviseurs, puis de remptttrer , dam 

è<m ea:pression sous forme fractionnaire, tes nombres n, a, b , c , par i\ , 

'i-^a, t — ht 1 — 0, ...« pour obtenir une fr«gtioH iquiwd^U h (a somme dont il 

C«roUair» t,^ Longue, ^v» lo qpfnitre 9 f . ehaeqi) det (kclenr» pmnîeri a» b , 
e , «*f n IriNire iimplaiiMiit Uaifé I U premi^ puÎHaace, on 11 

ctleplmpolillerniedelatvil«(io4|* ou -- J^ le réduit k Vuml^ |k^| la 

is.doubie signe dftfvl Cire péduH M signe -4- ou nu sigae — saivant que le 
Dombre de,8 luclean «t, b, c, ... spra pair on impair; et la furmule ( 1 07) subsiatera 
loatBs icj foi» c|ue l yera premier à n. Og pourrn donc preudrc (=1, Cl par 
CouééqMcrU (« fomme des racines primitives sera équivalente à ±1. 

Corollaire i. hont\up, ààu»\e pombro n, un ou plusieurs des facte^ire a, L, c,... 
sont tieré» au eaité ôa h dea puiaaancêa atipémurei , le dernier terme de la attite ( io4) , 

suïotr, — surpaue Tuoilé , cl si Toa désigne par i un nombre eolief laivrif^iér 
k ce terme, on aura 

(100) fi»0> 

Donc abn, eo praoïnt ^ss 1 , oa Irourem 
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( a46 ) 

(108} ««ssO* 

AjotitODu que, ànM le cm dont il réqulîon (loo) iulmMer* tottlei loi ibU <{as 

A 

le nombre entier I sera premMr k « , ou mdme à , ■ ■ ■ . r 

abc... 

Eo remplaçant, d^os le théorème l4* n par p — 1 , on eu dédmra immcdiate- 
meiit la proposîtioa imA voici Véi»MoL 

fiik wowife^ pnMxitf fnaltfMif ne» ef 0 ^ ( « e » £tv 
fauteurs prevticrs du p — 1. Atf iMNma da» ptMsancet du degré l , pmtr itê fW« 
rines prlm h h n du. nouUtf p , MM ^tttMlmie à x4r», H l n*M diviiSbU JMir «»• 

' «t; ■ ti e ak . . ac kc aie, 

Mais t si, parmi cet nunknetf on trwtp» ifn ou pfiMMurf divîieun d». t, il «v/Jfirv 
considérer le plus grand de cet divimtrtt puis dù rêii^Uetrt dam «p» cji^prewM* 
»oui form* fnuAionnairCf p — 1 par t^pfpdmt 

■ (/— )(-t)('-t)(-t] ■ • .■ 

A par 1— a, b par 1 — 6, o par 1 — c, etc.. pour obtenir une fraetio» 
équivaleta» à la êomm» dent it s'agit. 

Corollaire \". Lormae , t\ùni[ti aoaibre. p — 1, chacun des facteurs a, b, c,... 
le trouve lîiDplemeDt' élevé è la première puiMaoM, in eonunn dei radoe» pifmitivea du 
nombre p est équivalente fc d=t. aafoip, à '^t quand lee fbcteart 6, 0,... 
•ont ^ nombre pair , et h — 1 quand ils snni en nombre impair, hà ratme iorame est 

éfiuîvaleiile i zéro, lorsqu'un ou plusieurs des fnclcurs a , b , c . ... se trotivent, daof 
le nombre p — 1, l' levés au carré ou à une puissance supérieure. C'est, ;m resle. 
ce que. l'on savait déjà. Maii> on peut ajouter que, si l'on désigne par / un nombre 

premier il p — 1. ou même à J^' la somme des puissances du degré l, pour 

i«a racîneé pripiiti vos du nombre p , sera lou jours équivalente k la sonme de ces racines. 

Pour monlror une application du tbéorfime i5 , su|^po«oiif jisig. Dans ce cas, 

le nombre 

p'—\ = \^Z=i%,h* 

aura pour facteurs premiers a el 3. On pourra donc supposer a=%a«A = 3» et 
la suite (107) renfermera seuienent qoalise termes, savoir, . « 
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• " « a.5 

On Ironrera d'aillaara 

(,_.)(.-|)(.--i.)=,sxAx|=C. 

Donc, en verlu da théorème iS,h somme des puisseoces du degré l, pour le» 

raeiaee pritnilivas de 19 * sera éqnivtleale h eéro, suivant le modale 19, si t n'est 

pas diviiilile par S* Lt rafime somme deviendra éqnlvoleote à 6 , si f est divi- 

6 18 6 

sibie par 18. b _.ss— 6, û t est divisible par — - = 9, à = — », 

18 6 
si l cal divisible par •--•=:6, eo£aè ■■ - ■- = 5 , si l est diviùbte par 

b. Efledivement les rtoîiMS priaallifes da nombre 19 sont 

a » 5 , 10 , i3 , 14. là . 

ciTon trouve 

» + «4+ (mod. 19) ; 

* ' 4- 5* -J- 10*+ 1 5 ' 4- » 4^ + i = o , 
»«4.3s + io*+i3«4.i4S4.|5<=o, . 

elC**éa* ( 

«i 4. 5» 4. 10» + i5« + 14» -f i5» = 3 , 
,.54.3-54. ,o'i-|. i5'«4- 14'»4- i5"» = 3, 
elc>««« 'y, ' ' 

»« 4. 3^ 4. 4. iSa 4. i4« 4. 5 ^ 

«*• 4- 5" + 10" +19*!+ i4" + = — 5 . ' 



1» 4- 59 4- ,09 4. i3» + 14» 4, = ^ , 
alo**»* a 

»*^ + » '-•+ io«?+ 13*!+ 14'!+ »5««a=6, 

«10...... 
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( «4» ) 

fi » C* » •••• i^^a > In " 

ta racûteflb CiquiiUiom 

(85) + + 

pur p itn n0m6re />ri»inj«r ««pA^r ou ^^a^ Â m/ cl f m i'^iMva(«iMie 

. • • • 

actuelle m roeînM «iMlinclM rtpréêentéei par 
SokHtèPnUbiÈm 

«Mc fmetitM aUién à tOêffieîëntê tm^gn ùu nttiôiuuU, mai» nom tynUttt^i», déê 
raeine» éa Céquatian (85), au «fa ftêatipun niPaïUtèaUU't at M k namkra dot vataim 
ilîjlittolW 9U« cette fonction peut acf iiJrsp «» v«r|ii ^é«A«i|f«f opitiê MfW le* fwemM 
C«. Dé»ignenè par 

eetmémMvatewt, «t par , 

" Im fiMiitïiéi (f«NM taêqutlitt eiie» $a tratufimmati ^uant-éê» ràmiitM 

de Cé4juat%an M «hAmiMs Iw mm'im» c, , a>. » «i. ^ f rffiilmiImM (4)* 

Enfin toii 

(iio) «'+ + H- 

r^uaiton f ut a pour rcusmM v,, v,. La cocfJiciciM At, A ^« $eront 

tiMUn aa raiionncU , et Cé^uipaUntè 

Dimon$trathn» Comme» diDt l'hypothèM admiM* on «dra iileniiqaemeiil 
(lit) («— w,)(««^%»,)...(<«-*.vj|)=U*4-ii,ii«-'4*«« + ^ir-»«+'^«» 



Digitized by Google 



(•49) 



«Ipw MBte 



(iiS) 



il , sa («, 4. «• + .M 4>«v) , 

Jm~ »»v, + ~h ••• 4* Vu 4* + + u,vijr+ ... + »«- ivn » 



il Ml clair A^» An» Ag teroot de* foocUons symétriques de (, , , .«• |U 
ooeflBdenU entiers ou nUoBDab» •(. par aoa«éq[iieat da» fenctiooi entièrot été lappocli 

^,—,*„^» Donc Ak»A»t**»Aa le iMninml k d«i qumiiléi wtiiVM «n 

nlMHNMllM. D» pitti» il» daiM Im Meonds memlMM 4m éqaitioat (ii5>v on fnnpIaM 
«■ r ^ *« • c> • •••• • ces seconds meiHbfe»* qoi étaient des fonctiont 

symétriques des racines de l'équation (8â), se transformeront en des fonctions semblables 
des racine* de Féquivalcnce (4). Or il suit éTÎdflmoieiit lie cetle ttnwp»§ ifCtn miMl- 
tant les muUiples de p , on aura encore 

/ ^.=— («. + «. Hh ."+«»)» (iBod.p), 
etc.... ■ 

Done la ionnule 

(ii5) (tt— «,)(«—«,)... («—a») = tt''+^,a"-'+...+^«.,a+^j», ^mod.^) 
«JNiatan.qud fmioit 11 . et l'éqiûraleiiM 
l>>6) (« — tti)C« — «.)«•• (m — «j)=o, (inod.p) 

^•penrraeinca «••«•,...««, poorra 6lra pr<Mnl4e «em le ta» 

(117) «" + -^.11*— + + +^«..«+ifM=« (llM»d.p). 

Au reste, le 16.* tln'orcmQ i $l compris , comme cas particulier, dans un théorème plus 
flinéni , que l'on démontrerait de la même manière, et dont foici l'énoncé. 



17.* Taioaiiifi* Soient 



(u8) 



dwerêe» éimations al^briqnei^ la premtèrt du dbgfé M» ItfJMM^dN' 
l« tnkSèm» du degri m*. ... «I liam» kt^wUm . ■'■ 

a,, a a„_,, <t«; 6., 6,,... c., etc. , 

(n9) «Il «•>.»«■/; Cl» tic). 



Céquatlon qui a potw tûeines », , u, , vg. Enfin êUjtpoÊWM , p étant un 

nombre premier inférieur «u ig/oi au jttus grand d«$ nombtet m , m', m', .... » <w 
èquiwttenceê 
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0dmeUetU la primiert^ •» r mi i i i àiHinçlt» «••V<'^« .|»#«fWfc» m' 

«■• « 

Ui quantités dans lesquelles «e transforment «, , v, , ^umnd aux rœinet (Us 

formules (u8) on substitue Us racines des formules (laa). HéquivaUneo 

m 

misra pour racines u, , fii,.i*uj|. • 

Corollaire. Si l'expression (ug) devenait une fonction symétriquo do» racines de 
cbucuQC de* équation^ (> >S) > ^"^ aurait pour valeur une quaalilé eoUère ou rationnelle 
U, el lea formule» (i ai) > (ia4) *e réduiraient la première il 

(i»5) Pss», 
la MContie à . 

(itS) il— 17=0 (ivod.^). 

AloNp ooécrÏTant F au li«a do * » on conclurait du théordOM 17 que l'équation 
(w?) F(S,,ç., ... Ui «"Wî rtc.~)sair, 

Oiai le caii particulier oii les équationa (is8) te rédiiiteol à VM foiilA, k fonnal» (i»ft) 
M confond avec ré(|iiir«leace (87). 

Nous rcranrqnerons , en lerminnnt cet article, que le théorAmo 5 foumil un mof«i - 
iàcUo de rd»oudre l'équivalence J^iaoïna du premier degré 

ou , ce qtti revient «a mfina » de calculer la valear de d> déterminée par le formule 
(ilo) - *^T' ("»**^")» 

n étant un nombre entier quelconque, et k déaignant dsu quantité! entière» 



( .53 ) 

06 iûit pM mulUple do n. Ëa eiTet. nommoiis m,h,et U» 

imamv pnoieii de n, «iaoi««i|a*oikMl 

Bd ftita im Si* lUoréme, les binomea 

seront divijiihlct le premier par «, le secood par 6, le troisième par c, elc.»./ 
pir couéfiNiitbprodaft * • ' 

(I _ A*-*>«(i — à»— - )!'.„ , ^ 

aendifitible par n = a*6^o> Donc, si ion faii, pour abréger» 

(tSi) (■ -r- 

on aut* 
on 

(»53) ^ = (mod.n) 

et par suile 

(*34} Cmod.n). 

Oi*, b qiniililë K-, ^ dAennfoe b fonbab (iSi) p éb&t ériteuMUt nue quantité 
«olièk* , b fnbnr JX. i» m icra entière db-méme , el fonraim b folnlion d« réqni- 
▼alence (lag). Ceûe lemarqiM est dae b M. Binet. Lorsque le nombr» n ••trouve 
téduit à un nombre premier p, réfoelion (iSi) JMly^^fimp^^^^||^)i^^^ 

D0D6 don «a véri^ réqoivalenoe 

(1S6) ib=A, (nwd.^} 
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SDR LA RÉSOLUTION DES ÉQUIVALENCES 



DONT LES MODULES SE RÉDUISENT A DES NOMBRES 

PREMIERS. 



SoU p im noiiihro preinier quelcooqna, cl coaiidéroM l'ô^uivaience 

(i) a,<B« 4- Oi*" ~ "•+-«•*"'"' + ••• 4" = (mod./») , 

dMuItqneOe m déùgntt un nombre eotîcf , M a.* ^ <U «kt qma- 

lités entièrct , ou même des qaaotitéf rationnelles qui aient pour valeurs numériques des 
fractions dont les dd-nomitiateurs ne soient pas des multiples de p. Ilj^t clair i. 'qu'en 
nultipliant la formule (i) par Ie,produît de ces dénominateurs on réduira Ici coefficients 
été diverses puissances de as & dos quantités entières, s.* qu'après celte réduction on 
poana sapprimer ton» Iw tansM iboi kiqiMb im «oeficiralt iBni«at ditinblM pir p. 
On obtiendra ainti ans nooTelle éqpiiTatenoe 4l*uo éef/eé en ioEMnir à m , dam 
laquelle tous les coefficienla aanmt «nllans at ai » dant aelta nouvelle équitaience , tous 
les termes t-lnifrii divisible» par a> ou par une puisiance cdIm^tc a? , la division 
du premier meiubre par cette puissance ne changerait ni te nombre ni les valeurs des 
racines distinctes et non divisibles par ^ . Ou saura donc déterminer ces racine» dons 
UnOÈ ka cas possi^laa, « l'on parviaDi à réwudre l'équiraleoee (i ) , dan» le eaa oli , 
.... , a. r^réaenleat des quaatilé* eotièrea dont la première et la der- 
nière ne imilpaa dlTMÎblet par p. D'ailleurs , si , dans le cas dont il s'agit . en nomme 
wf« » Amt >•• Am^t , Am dos oi^aniitéa ealièret détemiioéec.par lea formules 

r. ' » - ' t . •« 




(med.p) 



tm poma lédnire réquivalence (i) à la «lirante 



(5) + I+^.af + -t-z^^^o, (mod.p). 



Am n'étant pas divisible par p. Kotia, comme oo a, poar loule valeur entière da 
»> non é^^aiftle par ; f '']..''. 

(4) = (mod./>) 

et par coDséqucQl . . , . .... 

(5) ' a.*<i^O = ,. ♦ ' ' '■ 



A éinni un nombre entier «pideonque» «a pourre érideimnent, dem l'^nifaleDoe (S) 

substituer à ceux fies exposants m » tn • — i , ... qui seraient supériciirâ & p — 2, le» 
restes de leur division pur p — i. Donc 00 peut, d«a« la (brinule (3), auppoaer le 
degré m iaféricur k p — i. 

Concevons mainlonant que les quantités a. , a, , .... it,„_, , a,„ étant entières, et 
le nombre m inférieur à p — i, ou seulement à p, l'on fasse pour abré)^r 



(0) a,»* + a.as»-» + ». + + f(«) . 

• -- 

L'équifalence (i) puurn «'écrire comme U euit 

(y) '(«) = o; (mod.») 

et , ai Ten déai^ pw r ane noine qndoepqoe. de cëlto dqolvdeiiee, on «âc«*tdén- 
Uquetueot * 

(8) f(») =iï f (f) + {X- r) f '(r) + (X - ry + ,.. + («-r)- /'^'m ' 

D*ai]lem F(a) dérfgnul nno nonfcUe fimction cotièra do « fe codbienls entnn , 
nom diréiM 'i|ae Féqninleiice (7) peut élre pfdtentée fona le foms 

(9) F(aî) = o, (mod./») • 

si l'on a , quui que soit x , ' * 

Ceb poeé, e'a «niro qm le quenlité r gbît ono neine Boâ-eèulemént dè 1'^i«Ibbco 

(7)« nais enoora de chacone dee raiTontoi 

. . ^ - -' 

(10) r(a:) = 0 , f» = o f ('->(«) =0 , CBiod.|»y » 

r 

en Mrte qtt*on ait tovl k le fN« ' . 

(«0 , fHSo. (mod./))..*. ^ . 
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tt . • . 

(U) f W = o , rtr) = o / ... f <*-^>{*') = o , (inod.|») , 

la lellM i dtbnDàni un aonilire ènlîér réqoation {S) donneni , now ud« valeur qnel- 
conque de te , 

ou , ce qai revient au mine» 

T(e) daignant une fonctieii enlière, h ooeflicienU entieraS et du dayréï m— f , 
dAerminée per la fermole 

> ♦ ' ''*■.' 
VMf Mudqoent on penrva présenter Féquivalencer (7) sons la forme 

■ ' ■ 4 „.. . 

el coniidérar cette équivalence comme olItaDt un nonibre « de raemea é^les I r.. 
ht» eolret radnea devani néoeMairement vérifier h formule 

(16) " ' ' ' * fH=o. (mod.p). 



dent le nodole esl m-» t , . il ait -de» qne, dans Thypothiie admiae* l'équîTalence 
(7) admettra an plna m j + > racine» ditUncte» doni l'une aéra la quanlilé r, 

lléetpt«<|uemeot'* «I- réqolvaleooe {)) peut lire présentée aoua la 



t *awtMi*deiw:coBiiàltfeqgch»coJMaahd>iéîwwwpal»aa^ «---r» 



M rî-<)u'iicnt toujours ^ des quantllc'i cntî^n■s , i t (inr cci qu.iiitit(>i «ont ^BliAlM |Hr f » fllUMt ImIÎM- 

Uoni qui la rrpr<6CiiicBt olfircat de* nomératean dinùbl» par p. 



( ) 

f((B) détigkitniDiiofoBeliollmtièrede a» kcMffi€ieDl»«iiliflri«tda degré m— m\ 
on en cnncliiM fue le* condilioon (it) «oiil remplicf. Atora, en «ffbt, oa aot* ideati' 

quemeot 

ott «- ce ^ ref ient au mtaie » « 

(•7) «(•-')•>(•) 

^{x) étant uoe fonction entière et à coelKcicnt* entier* , qui derra vérifier» quel que 
•oit », le foiiniib * " ' 

(i8) x(a') = <*. (inod.p). 

D'ailleurs la fonclion x[x) étant, aioM que letfiMOlioBe f(±) et (x — r)*r(a:) dflin 

«logrd »7i inférieur h p , la formule (18) ne ponrrn snîisistpr, rjno\ que soîl a- , h 
moins que les cneflicienl» des diverses puissance? de x dans le prcnii'T membre no 
soient divisibles ^r p. Car, dans le cas coalraîre, celle fomiuic oUirtrait l'exemple 
d'une éqaiveleace qui admetlr^il de nMipei dwlio^ec qae *oo degré ne fenlenne- 
d*uaitée. Oo eore donc nécesMlrencnl 

■ .. * ' ' *- ' 

0») ■ ' .x(')=p+Wi 

déiipent noe fonction eniière de «e > coefficienli entian. «I k brade (17) 



Or« en différenciant cette demiire équation s Imi de «uite par rapport à a: , et po- 
sant après les diiTércnciations x=r, on retrouTeia |>réa«éineot let Jomralea (it). 
On peut donc énoncer la proposiiion suiTaote. 

I." ThÉorkHE. Pour (jur l'iqui valence (7) fVun ricf:ré m inférieur à p ptùtte 
être présentée sous la forme (lâ] , i (Usipnani un nombre entier, et f(aj) une 
fonction, entière , à eoefficitnts entiers , du degré m — i, il têt ntccttain^ et U 
fm ta e&luiUùm$ et (13) soient virifiiet. 

Seholie. Le Ibéoréme l ne subsisterait plus , si le degré m du polynôme f («) de- 
venait supérieur ou même égal k p, Suppoiona en effet que * le non4>re m étant 
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ig?t[h p, la loHre r désignant une <|iJan(ilé entière , lï letlro t tin nombre au- 
péricur à l'uiuié, et rexpreatioo ^{v) use fonction entière de m du degré 
l'on prenne, 

Canmw «B attr»t fnd qàt'iiifll «» ' t^D vwla ilti fhtorâun 4b Fènmt]. 

(ta) » = o, (mod./>] , 

«tpartwte 

l*éqnifBl«iim (7) poam 6tre présentée tppi hibvoio <i5}» iMidUi foe k mleor <d» r(fr) 
tirée de la ibnnol» (ai) tara 

f (r) a=s pi*P-»— I = — I , (mod.}»). 

Nom aveu remarqaé ci -des»ae que , dans le cas oh réquiralenco (7) d'un degré « 
inférieur à p, admet i racines égales h r, ta nomLro des racines distindte* de 
celle éqnîvaioace ne p«ut «orpaner m-*-i~{-\<.m. Ce o«s a'eai paa le seul dans 
lequel le Doaibre deé reofnae flîitiiicl e e de l'équÎTalence (7) devienne ioftrjeor au degré 
M '«lllfèiii al9» mtim «tua «ail» éqaîfalaMaaoit complètaninl irtialilleÉ jUaîi^ 
tm partfenlîer* puii^a tonle valeur entière de « * lùMâkhfm S , vérifia li 
feffomle 

ilMdairvM 

' d>" ^ ■ , (nod. S) , 

Hom allaiit aninlentiit tachardier la nambra da» i^dnaa ditliiiçtpi de f ^raloïc^ 
(7) , Bombie . eonime on vient <1« lo voir , ^mA daVenir infSMÎear k m , ' 0» mélipa 
ea réduira k léro: a|, pour 7 pervanir» noua Gommancarant par rdioiidr^ U problAma 
•uifanl. . 

f.a. ... . f («) , i ♦ ■ • 

4»Mbiéf^ «»» ef (ai •« <iii w» wiyaiMtM fui fi nam^i^ p ram i ir 
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étant supposé prieitément égal au m du «eiff équivalence , on demande une 

nouvelle, fonction entière cl à coefpctents entiers ' f{x) tellement choisie que te degré 
de cette fonction eolnmde.iiveo U »0f^l^,dfSSf^9^<^êt^^ fSîlfn^nc^^ 
sitnuUanémetKt les deux formules 

(tS) f(»)=:0* fi(<B)=:0, (mod.f), 

• • :t 

«f f tte ehaeun» tU «m vûtmr§ vérifié ^ipor» C^Itimimi^ém 



(«4) f " : -^<ey^f>, imoé.p), . 



1 .r 



SoUaian, Si. dtm ohaciuM d». SbpcticiM -i(a^ »i f»(») » le codBeient 4e le pliu 
lunto puissance de « ne m rédoiiaU pa« Vmlté . on ponmil » on rappeeeiit ce œeA 

ficicnt dÎTMÎlile par p, Mpprtmvr le terme qui le coolianl. ou, dans I® cas contraire, 
8ab.<ititiirr tinx rocflicients des diiréreni<^ tf^rnif^s , h l'aide do formules souiblobies aux 
formules («) , de nouveaux cocflicient s dont Je premier serait l'unité, sans altérer ni le 
nombre ni Jes râleurs des racines distincte» de chacune des équiraleoccs (aô). Par uau- 
•dquenl* 4leii»lé Ihéevénié eii^eiim éneneé* on pourra (oajourt supposer 1^i|mcU()«» 
'(<e) f ft(«) ^riittitet à le fonue '» - ît'.. t i. 



(*5) ({m) + -|-^,«'-;- + .... 4- + . 

(e6] f.(«) = »' + A-.» + A. ' 

• , * • ■ ■ ^ . ' ' 

^1 • ^1 * • -^m ; Bi t B Bt^t , B{ désignant de« ipianlités caUère». 

Soient maintenant Q le quotient et H le reste de la division du poljrnomc ([a:] 
par le polynôme tt{x). Q cl /f seront des l'onclinns eiilii^ros et h cnenjcicnli entiers, 
Tune du degré, m'--- l , Taulre d'un ilcçré inférieur ou tout au plus i^al à Z—^i , 
e& iorle quWlroiirAe' - ,-. ..i>.i. . ; , • ' ....^ 

(t?) »a*s -I-;»,»^— + 4- f '\ ,r.- r 

c,, c. , ... c * désignant des quantités entières. De plus, comme oa aura gé- 

néralement " 

le») " f(») = Qf.(«),-i-iî. ' ■ '. ■ " ■ 
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(«9) , + a, = <^*(»);*;,(BH'rt v;. . -'.Vî I' 

M ie« qiuoUtét 

• ; ' ' ♦ 1 ri > 

» fli » ••••• f 'l— ï 

•ODI tmilet difiaiUflt parf". ]i?V-'/o'Ml£«^,«'^'Hrili«Bt Im coiiditiQiii 

Oan» c» ca» particulier , i'6jai?alence (7) du degré m pourra être préaeotéo mu U 

(5i) Çfi(«)=o, (mod.jB) , 

^. • ;:i ui (I.HJ lit • '."î» ■. > f • '.' »■•- ' m "' 

e^i^commc 1ë nbmbrtt dti' ses ratines distinctea lera précis^ent égal aa DOBAra '-II»,' 
owicWI«iiM«dlPtli4oMmfl^ft é«4âi^ftki )|»»éeédetttqM J'éqoiftlMCle ' ' — » 

•(Iffwl J^M9 ^ciM«i«Mi|4«.jtMiii|t:«illiii^q^ degré, J' «epl^hu dtmâlM. JH^ 
Avm tottiM la* nciim de b Annule (3«) vérifieronl eo iniiiie lempa UifeBnttb (Si) 

(7) , el par oonséqiMiit on peqm pvfçidifr^ , . » _ (r,.) ;i 



Si I«t condiiioi» (3o) ne aont pu tootet rampiiei; ûfM, en déaiguont par «liL; 



(53) . ,C«)=f.(*) 

Si I«t cendiiioi» (3o) n 
le premier des eoeflidente 

0» I , .... C|^a, » 

({ui ne »era pas 'mJiltipto de p, et pair C, « C .»» » Ci des qniiatiKi en- 
tièrei, détenpîjiéea à l'aide dea formulea , 

^ at«4~i <?i— ■ ci^^ 
ontronfeni ^ ■ <' ' ' 

(35) c,_,_,{«* + C^,a>*-'^ C7,»'-! + •■• H- t^*-.» + ^0 . i(ino.d.;B) ; 

poi», wAÎMillpoarafcfl^^oi. , l r • 



0 
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(56) f,(«) = se* + d»*^' 4. ^ + Cl , '"M 

^^!iJlI• ■• > 'il i 

«i tiram dm fonniilm (18) et (S5) 

Or U ré»uUe éri^^wif^nt 4ç h fo^^lule (3j)4ue_lfiute va(pur di) a: , gojjre à véri^^ 
simaltanéaBMitlAS éfoiÎTtleDêés (sS), Térifiera onoore h «aifaiite 

^8) ^«)=o» (lDOd.p). 

Soit maintenant Q, le quotient, cl le reste de la dirision po!yof>mf> f,{x) 

parle polyaoïne f»(a:)' Ç, ^. sproat foncUnns cnii<>ro>> l'une- du (}0gfé 

/—A, l'autre d*uQ 4<^ré ^iij;<i^icur ou tout au p^j,^ |^ nT*,f.i.:;e^ ^i#.<|ttW 

..iiis;',..: î! . .,,1 .!•.»<•...!'>.•(! ■■ i.' il l' .4.1: 



00 «Il comelim ^r,ô, 

; • .i. ...f. ■ ; . . -" (4:. «rMilifi: i'> «ui ic 

cf.'.u'.i '..'.oi tjl» 1-.! i.jiq 9I 



H 



(4*) éa^Û, = tf«.ft = 0 « «l-i=;0» (mod.|»). 

(45) fCo?) = + 

(44) (QQt + «(-i->)f*(»)^o, (aiod.yi)(t"<»i '<'<I Jaistis4fi9.ùoi| 
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(••r) 

et, comii^e elle oiDre, par h;fpotkèM, aolapt de raoiae« dittiDCtes que son dogré m 
tÊoTeraiB d'unités, l'équivalence 

(M) U{x)=o, {moà.p) 

j«Mrà,WiCQr»4*lf qifime propriélé Cfoyes Utliéorême s dè r«rtid« précédent}. D'atlleuts, 
«njcrlu.d^ fônpulqt.(4i) et (43) , toale tvlenr de » propre h révifier féqoifklooce 
(38)> f«r« évidoroment une ncine commune «us d^OX é^uÎTalencet («3). Donc , uU* 
ca!iidllÎ9«l.{4^) fonl reviplie». on pourra prendra 

Si Ici omdilioos (43) ne «ont paé toatM rempKei, alora, en déi^nani par dt^^t 
le pnoiier des coeffioiento 

d^f dt, ••»• di^t t dt_« , 

qui ne sera pas urjlliple (]•• jx , et par P| « J)%t li^&^i • d^ ^uaniités en- 

iicres déterminéeA à i'aidâ des lormulet 

(4?) Jï.=i»-*-.(»*+i>.«*"'+i».«*"*+-+l>4-.«+A), (nQd.p); 
pnii • n faiMBi peur «Ikréger 

(48) <k(ar) = »* 4- 4- ...+/>»-.« + 

ofef'ttMM iiM'Il^hBébi (4o) ei (47) 

{kit' i.W=»<?.W + <<*-*-.M«)- ' 

Or il idiQlle dridemmenl de la Ibrmvle (49) <|m «ente Talenr entière de « propre k 
vérifier liiniiltiiiénenl lei formules (3») et (SS) vériGera encere la raifBttte 

EncenlîiMiaiildelaBi<«Minasâlf»»ondédain iOOMMifWMnl dei imctfoM données 
fW''*^)' ' ^ nomeibs IbnolIeM • 
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dont la dernière «era précisément 1b fÉlmir cherché» de f («) . Pour obleair ce» non- 
Telles fonctions, il sufli» 'l'opérer comme «i l'on sn proposait de trourer le plus grand 
^ommuQ diviseur algébri(]ue des deux polyi^oiucs , f, (a-) , 'le supprimer dans le 

reste de chaque division tous les termes doqt lus coclHcieuts soul dos muiliples de p . ' 
de réduire entaite le coelBcîeDt de la pliu hauïe pultiaoce àe ' ai - Vl*nDU^ i et te» àiit(«i ' 
coeiBcienU k des nombres entiers k l'aide dé formules semblables aux équivaTooccs ^) ') 
(46) , ctc.M, enfin de s'arréler au moment où celle réduction tu p» ni plus sVlTcciucr , 
c cst-h-dire, au moment o(i l'on obtient un reste f^onl tous les cocnicicnls sont des mul- 
liples de p. Si l'on désigne par ce derjiier reste, en sera le reste précédent 

i^.i , ou plutôt la fonction f,(a^} , qui fournira ia valeur cherchée dç^ J.^'^Xv f° 
seiTle qu'on pourra prendre , i, 

(5â) T(*) = f.W. . ■ ■ ■ 

* * ■ 

Si tous ÎC3 FfMo* euccfssivemcTil obtenus oîTraicnl des coefficients non divisibles par 
p , en sorte que le dernier reste, représenté par une quantité constante , fôt lui même 
non divisible par p , oa pourrait ailirmcr que le» équations (45) n'ont pas de racines 
communes. 

Le problème ci-dessus éOonicé éiânt aio^ît résolu , illcra facile de trouver, pour l'équK 
valence (7) dont le degré, par hypothèse, est inférieur à , lo nombre des racines 
dblincies et non diTisibles par p»' En ellêt , puisqu*en vertn dn IhéoMme d'à F^aC^, * 
loua lei tem^s de la auii» '-• . '., ; • • ; ,^ 'A 

(SS) I* a. S, ... 

Térifierottt la formule ' ' " ' ' '"'I 

(54) — i=o, "(mod, ' I 



les racines dont il s'agît se cnnrondront évidcmnicnl avec les rnrincs como^iiD^s apx deux 
équivaltioccs (7) et (54). Cela posé, il suflira d'opérer comme dans le problème précé- 
dent, en substituant aux deux fonction» [{œ) , {^{x) les deux fonctions te'-' — <i « 
f (ai) , pour oblfloir nne équivalence nouvelle 

(55J • • î(aî)=o.,, (mod.p), . : ' i. . -.'I:;. H J îO 

• ' ' :)..!, iiiijfr .J« 7»ia:- / 

qui sera vériGée par ces mêmes racines et seulement par elles. Le degré de oeittt neiH 
velto équivalence représentera doàc le nombre des raelnea de la formnie (7) diétinct'^' 

el non divisîLle» par p. 



Si h l'équivalence (54) w •«bstiluaU réqnivahiiM (•>) . !• ^HtWh . ^]^tpK|f«5 
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( ) 

,1a uiéUipdo, que mua venpn» d'iadiqucr, fourniraii le^ racioos dislïnctes de la fojrinuie 
(7) , dans le cas môme 0(1 l'on supposerait le premier membre de cette fonaaio dirisible 
ptr « ^ ou par une pniiaaiice d« « , c'«al-à-dire , dau le cas méiiie oti oetle AwAuile 
admeltveU des racinea diruiblea par. p. 

Si Téquivalence (7) o'admctuil point de racines, les équivalences (7) et u au- 
iiaieift potat de radnea cooiinuiie», et Von eu Mnit arerti par le calcul même, eonfbt^- 
RDémeDl k If reman]oe que aoaa arona Ibite ei-desaut. 

Si la formule (7) n'admet qu'une seule racine distiucte de acéro , réquivaleuce {^ô) , 
d4daite «le la conaidéretieii ém Ainnulcs (7) et (54) . aéra du pfenier dcgri- seolement , y 
^ et fera oennallre Ut raciee donl il a*apU 

Pùur montrer une application des principes que noua vanota d'élablir , cbcreiioas 
conbieB réquîralence 

(56) as* — a? 4" > ^ 0 , (mod. 7) 

admel de raeiiiea diatinctcs . ou , ce qui reFlont au toArn», combien U j a de racinea 
commonePientre.cetle éguivalence et la aaitante ' 

(57) a>û — i=o, (mod. 7). 

Qd tro«fara, en elbemant la divinea de »* — 1 par «*— >94> 1 . 

« 
I 

— »-+• i)-|-»» — a* 

pubien rûecjluaut la divisiqn de •^w-^i par »' ^,aa; » 

a»* — aj 4-*^ — -h*) 4*-» ' 

. . =(x- — »a;)(»+a)+3^aj-i-y). 

. • 4 • 

on , ce qoi rerleBt au même , 

BdSb - «' 9», aern ei^elfaneQt dif^piUe par a ^ • , on , en d'aiilrea lermes , le 
««al^. ^ la diiiiicii^^ »* r^^ iia p«r n rr * ><»a é4|airaleiit à séro, puisqu'at awa 

«' — icB =: (« — a)aPf 



( '64 ) 

Doue la formule (56) n'admettra qu'une seule ncitte liAtoeid A» •irO,,M fouttiid par 
réquitraleoee « — (rood.7). ou ■ l •■ :t « t.; 

(M) »=• {m»â,7)i 

ce qui esl exact. 

Dans l'exempte quu nous venons de choisir, on pourrait simplifier le calcul en oi)ser- 
vant que le poif nomo o}* — aai est éridcmmeat ie produit de« deux facteurs x, 
9 — et que k MOOBd de€M d«iK fiMleon «t le a«al qui difiie le |ioljnoi9« 

• • • 

On deHânunédieieilieai en coMhm qiM b tenale ($7) e ftat ndae «■iqoe k nta- 
bie 1, 

Cheveheitt eneera eemlneB FiqidreleBM 

(Ô9) iB»4"*+»=o» («nod. Il) 

admet de «acine» teeine» diatincles» op, ce qoi rcfMnl eu mêitte . combien h'f a de- re- 
diie» cemmaaet entre cette équivalence et la wif aille 

(60) — 1=0, (1nod.11). 

Dans ce cai on trooTere •neeeuifemeal 

«" — I = (a5* + JB4- — — aî* + «* 4- ix* — 3) — aa9* 4-5a;4- s 

= («• +a» + I) (a»J wx» _«* 4- aB»+ aai* — '$) — t («» 4- J^tt^^ i) . 

a»»+as + i = («»-W»— Oi*— 4)-f-^««— 5» - . * " 

= (as' +4* — I) (» — 4) + i8(a> — a) , 

Donc la formule ("19) auru encore pnur racine unique le nombre ï. 

Lu méthode exposée dan» ce paragraplie ne difll^repas de celle qtte M. LiLr» a Jonciic 
dam le tome 1." de ses Mémoires. Lorsqu'on applique celte méthode à la recherche de 
riquivalence de ccnditioa qgi doit ttré térîfiée pour que deax iéqutnilèHeei'«iek#<M 
moine une radne commune, on ae Iroute ]»trèeit6iÉettt niSttai klM ftMàU dé ii 
pafB 164 du ^mîcr Tolume des Exercice*. 
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s Sw ta ré0ottUion. de$ iquMêi^ binomêê. 

Supposons que la formule (7) du paragraphe précédent te rédoUe à une éqnînittoe 

biûome ou de la forme ' - ■ 



K désignant une quantité enlièro non dÎTisible par p 
Si l'oD écrit an Ken de 4-^* cette dfoifftknoa devioBdn 

V 

ou . ce qui revient «u même* 

(») «"Si^» (oiod,p). 

Soit d'ailieun r une racine primitÎTe de réquîrsleoee 

La quantité A = ~K, n'étant pr^-? f^iTisible par p, aete éqoivaleiitei «uiranl le 
iuodule p , k l'un des termes do la suite 



* 



(S) . I , f , r«, .... f 

Cvoyex le théorème 7 de j'articleprécédent^ lohoiiea i eta^ en aorte qu'on pouM mppoMr 

(4) A^pt^ {fanà,p), 
TexpOMAt ( étant Tua des nombres 

(5) •» I, a p — e. 

U 7 • plaa; «i, deux de cet nombiatdttnl lepréténMipet I et ptr ^ » l'oa rappoae 

J^ = ». «=y. (mod.p— 1), 

* r 

OU, ee 4[ni lerient «o même, 

d É t i lpyt àe» nombre! gnkn lymlopBfmt , ■ w tnwww 

lY*. àitRiB. 3$ 
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(•W) 

et, comme i , j étant inlSriean k l'aniM* \m ém, paiitiûcei r', r/ jw ^arniil 
devenir éqniralenle» «nifaiit la module fi^ulant que Pen iim «sa/» il est 
clair que la lormale 

(6) ry=r% (iiiod.f) 
enlralHara lonjoon h aaifftirte 

(7) 7 = (mod-p — i). 

Cela poi4« Goome l'éqdmlenM (1} n'admettra peint d« tacisea difîiibb» par p» ca 



puis on tirera àm formules (1), (4)» (8) 
«t par'conidqnenl 

(10) mtt = (, (mod.p — 1), 

ou , ce qui reTieut au même , < 

V ddiignent m» noaifclv entier. Donc, pour qao l'équivalence (i) sou résoluble , il aéra 
néeenaîreetIlaaiBraqa*onpniaMmlMftirepardeavBhnraeDti«ffeide « et de v k 
i'équaiioa (i i) | par oonadqmnt il lera néoeiiave et H aolBra ^ le pliu grand i»-ir t nr» 
dimeurde m etd» p^^x divlae I* . Sait « ee ylna grand connnmi diwiNnr. 
La formule 

(>s) ' =i« (inod.p), 

^ peut élfe Nmplaede par la «oinnle 

£^ 

(>^} <ar " =1, (mod./»). 



tera ou ne aata pai vérifiée * titffant qiie • »era ditiiililo ou nou dmsiiîie par n. 



( «67 ) 

Donc In formate (i5) exprimera ta conditioa néœsaaire et «ofluante pour foe réqoîfale&oe 

(i j puisse iHre résolue. 

SupposoD!. njainteiiant que la condition (i3) se trouve remplie, cl tiésignons par .» 
une vaieur particulière de l'incoanue u que détermine la formule (lo). La valeur gé* 
nérde de la nêiiw inoomiM Mn 



k déaignant «n fiombre enUer quelconque , et ce nombre pomm ébre cbcnai de 
que u soit positif , mai* inférieur à Cela poaé, concevons que v repréaeate 

b plus petite Taleur de u. Lté nombre» 

(15) V, 1. + ^^. u + t^. ... •+(ft-0^. 

seront les râleurs de u inférieures à p — i » et la £ormule (i) admettra les racines 

(»») . »■ . f- , , ... r , 

qui teroQt toutes diattnetM les une» de* autres. Donc le nombre de ces racines distinftles 
«an préeMoMiit is. • 

lorsqu'on suppose ms a et |> > s , oa iroure ns=% , attendu que p — i 
«•t BéoeiaaiMflMnl pain Alon la OMidilion (i5) aa iMBk à 

07) * ~i, (aiod.p). 

D'ailieur» . p étant uu nombre premier impair» et A an nombre entier non diri- 
sible par p , on aura généralement 

(»») A'-' = i, (mM:p), 

ou. 06 qui mifliit au même» 

\A 4->y=o, imoà.p), 

el par conséquent 

('?) 4 =».» (b»9^p) » .(»») .. Sr-i, (mod./>). 
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( m ) 

(•o) (iDod.p) 



«Mffa deux Eaetaw iiMinolas m a'an ^mm. aoooiM , mimai <ntit ^tf v m nm 



(«) A 



p — 1 sera 3 oo i, suivant que p, divisé par S» dMUMnpoureile i an — 
Duw lù premier est» la conditioa devieodn 

.. , . 

(et) A ^i, {noà»p), 

IHw lo second cm , cette cotiditron, réduite ^ la fermale (18) , sera toujours vérifiée. 
Cela posé . ou eoaclura des priocipes ci-dessus établis <{ue l'équÎTalence 

Bdmnt lou)Mirê «m TBoim , mais <aBe «0ule , larsqtre p — 1 n'est pa» divisible par 3. 
Dans le cas contraire , l'équivalence (aS) admettra trois racines distinctes , ou n^eo ad- 
mettsa auouM» <«aw>iit<VM !• cmiilka in) «ect wM»m&m^u maWib^ 

Soii«Doore ii>s4* OctrofcMOi •«4«M;««» *um 0 . f u t 'p^t ••em 
^viable par 4 «UMmpleiiientpar e. DoiiC*ii P'— 1 «at difiai]»!* par 4* 1*^ 
qoifalmee 

(*4) 'M='A, '{mo6.p) 

admettra deux racines, ou n'eu admettra aucune , aotv»at^|ii»{la oonéilioa * 

î . 

(aâ) . ^ =1* (nM>d.p) <>, 

sera ou oe aem pat remplie. Mab, d p > diTUibkJiiiiiptiemMit par e , Téqui- 
faïence («4) admettrii deiix racioea di^nçtef on èViy admelUaJaueitoe* auirani qne k 

valeur do sati»rcra ou non h la condition (17) , c*eal4rdir«» iui|i||i}.||MJVtta.fft' 
leor vériJiera la ibnnuie (17) ou la formole (19)* 

Soit en Gn m— ^. On trouvera n^Goafi = s« suivant ^que p — 1 see* 
dl t i é tt é a ioM non «firiaible par 5. Dana le premier venr» la eonfifion (i5) donnera 
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fil . 

Dans le ftecoad cas, ceito cmmIUIop ac Anouyera r^uiio h h ictmulc [ij), Dooe, mi 
fertu des priocipe* ct-deMa* établis .si p—-i n'est pas divisible par 3 , l'équiva- 



(s;) ' sB* = /<, (inod.;>) 

» 

admettra deux racines distinctes , on n'eo admettra aucune. suiTant que la Toleur de A 
rériftcra la formob/iT^'OMilB.^r^WKnMte (ig). Hais, i! p^r- i derkot divisible pai> 
l'équivalence (ay) admettra six racines distinctes, ou n'en admettra aucune , suiraut que 
It comttfîon <s<9)| «era M-ilo sera^ ¥érfËj«.° . - « t 

Généralement . si Ton suppose m~n, n étant un diviseur de p — i . l'équi- 
Ta]ence(i), réduite H-kfonM ' ' ' " 

(b8) »"^-^» (mod./)} . 

adni«llr« » racinea distinctes , respectivement équtfalesles aux quantités (16}, oa n'en 

Si l*on suppose = ou , ce qui revient au même , f = o, on trouvera u = o. 
Dans ce cu« la condilion sera tonjoan Tétifiéei et l'équivalence (1), réduite à k 

forme -i ; ■ 

(»9) «"^l. (oiod.p) 

|- . 1 ■ • • : » :i . 

n'admettra point d'aulfe racine que riiQité»ii m e«t 'jcemier li Mlfk*,»'h 
cemlrairearrifet en nommant toujours « le plus grand commun diviseur de m et 
de p I , en obtieudra , pon» fadnea de l'^éfOiTalence (t^) le* différents termea deia 
tuile 

(30) f» = I , r , r , ... r , 

. ; » 

qui aeroni en mteie tenpa racines de réquiralence a>"=i. (mod./>]. On arriverait 
dîreetemeiit aop méoiea eoocluaiqiii, en ayant ^rd nn tl|é<Hiftffp 5 dey>rUc^(|p.réc^«|r 

peur^fixat |<a}idiai|>^ f f qp|d janoot«iiaeme»t".i n i ! ii rf.» mh^Jh'kt^m^ii^ 
(p étant >i]» oareoonnallra-iiti^que JilÉiiniÉa|anee"-ti ' 

(31) {f^'P) 

9 I ' 

' ! * ** 

adnieitoiqe«r»de«KrteûaMdiitinotea,aaToir — >f «•*qn«réqiii«aknc» 
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( »70 ) 

admet deuK racines <Ji^ii actes de l'anité, lorsque p — i est divisible par 5 , eib 
Mule racine i daas ie cas cootraire ; 3.* que l'éqnivaleoce 

.1 ; • • !' i 

(55) {moUp) 

•diiMt 1m «enbt nebM 4" * «I — i j lonqne £^ «rt imiMit , «I da plot dMS 

autre* ra«iiiea diaUnctes . lortqae ^ ' eat un nooibre pair; etc.... 

. - » - - , 

11 eat bon d*olM6mr qae , si A diffibre de IWté. il saSlra de iniiliiplitrpa» r* 
Ici qiMiitiléi (5o) , ponr reproduire lea difwaea racinea 4e U formule (i). , 

Olwerroii» oooore qn*éteiii tanéo une éqninluioe oonyl^ dn ioepad degrA 



(34) + A«04'«a^<>» (mod. p) , 

dans laquelle a» . «s > a. sont des m>mbres eotkra» et /> ua nombre premier im> 
pifr qui ne diiiie point «» » il tuffive ée poier 

(35) s— . (mod.p). 



et de diriier «nraito per a. ko deox membres de I» foeotnle (54) , pou» k rédmie b 
Péi|afntence ''■"'""^ ' 



A déM^nuil on neinbre entier cbeid de Mière que l'on eU 



1 • 



(5?) A = imoà.p). 

D'ailleurs l'équivalcoce (56) admcUra deux racines distîiicles , ou n'en admettra aucune , 
suirant que la valeur de .4 r>5rinprn la condition ( 1 7) OU (19)* DoM » perUollo,! l'équi- 
valence (54) admettra deux racines distincte», si l'on a > - 

(58) («.•— 4«,M ' =(4«.> * . (raod.p), 
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00 » ce fni rvfiMt m ml00 • 

♦ - e i f- ♦ 

(89) («.•— 4««<»») * * » (ino<L|>), 

I 

IiihIÏi ^ h néoM ^inbnee n'admatm point de nicilM» daa* !• cas conlnin. 
CUmMVMS» pour fiiir Iw îAée*. que l'éqnÎTalaDce (34) coincHU I* miTaiile 

(4o) aî + a^i^o* (a1ad.11). 

(4>) «• = !, (aMMLll), 

•era remplie. Dooc l'éqaifalence (4o) admettra deux racine* diiltiictes , qui m cosfott^ 
drmitiiltoew«ir«iiMnt«tao4eudMnciMS de U fonnole « " ' 

OttlnomdEbelîfaMiit 

D'ailleiira il «uilira de po»er 

pour réduire la formule (4o) à réquiralence bif^opiq 

. 7* -f *9 = Q , (mod. u) » 
eu, ce qui révisât au même , à 1« «uifAnte 

W ' r = -«9=4, (iaod.n)i 

«If eomiiM «n tirara da catta daniièn 

(44) ^=^a, 

hftnMlaC4i)d«iHiaia 

(4S> aHS±:a. 
Donc 



teroBt les deut ncinat 4e réqninlme» (4o) « oe qol «t uaiH---» >■ (i • r - ■ 

La méthocle p»r libeller noni aroot détermiDé cMemm le nooAn de» fiCÉM» duK 

tincici d'une équÎTaleDcetibesM oa d'uné ^qafralcùce^a tecoAdr degré était déjà conitie, 

et peut se déduire , comino l'a rfimarqiiA M. Librî , de» principe»; exposés <\m^ >c preoiet 
paragraphe. Aiosi , en particulier, ai n est on dimeur de p — i , eo aorte «|a'iMi 

(4?) . . — » = ^ 

la difinon de — i «a i par »*—A domMce f9Êt ^fWl&m 

et pour reste * — i. Douc^ ^ vertu, det priocipet (|ua i4au» veooB« da vappa^ i 
réqaivaieiiee (i8) edmeltre n minet rdeUe», on n'en admettoa aneme , «uifant qoe 
la eoodîUiOii 

(48) ^^—1=0, {inod.p) 

MIW bit M tere ^ fMMk^ Ot 1* MMUlf (4B) MdMtovftf dradlél||M pcélemd' Il 

fomnile (i5). 

Ajeotons que , pour ramener b résolution de l'équivalence (i) k la résolution de l'é- 
quivfilcnco (lo) , qui est du premîèt* degré S^tcOicat , \\ sofîlf da connaître la valeur' àt 
i délerminée par In formule (4). On y parviendra aaaa peine* quel que soit A , si 
l'on a formé une table dam laquelle amt ttMuIrttia • "• • ' ■ 

(5) o » ' I » A , S , ...«• p a 

corrcïpondent les diverses puissances de r âotii lés d(?gi^ Krttt fhAqdêi pa^ éei tùêm^f: 
nombres, ou plutôt les restes qu'où obtient en divisant les puissances dont il s'agit par 
le nombre premier p. On Jiéàt |tUlMè didi là ^mlèra cdionne de la table ces reltet 
qitt , ran^é» dan» un ordre eonfenaUe , aèrent reapeelîmpMnt deani ans neaaLna 

• • e , ^ , têt», p^t s I 

pu»» enconiidéranl chaonn de ce» demiers nombres comme une Vàteuf {Mf^cuftiré dé 
wtf, écrire h M suile le valeur cermpondaMd» s. qui représentent ce qu'on nenriift; 
rtn^es do A , on d'un nombre équifalettt k A , dan» le »7»tènie dent h tua» eat 

r. Cela pos*^ I! clair que , relativement à un nombre premier p , il existe autant 
de systimes d'injiicaa qi^'il ^ » do r«iles primiUH» , on de nolnbret entfers, piemiaM; 



(«75) 

^ p, et inférieurs à p. Dans chacun de ces syslèmes , les indices jouissent de pro- 
priâé* «nalogaes i oell«t d«4 l<^isitluM|. £0 e0et, soietrt i» j , h les indices de 
dent oombic* «niier» A , B «t d» leur produit AB , «n sorte qu'on ait 

(49) -i=r'» . . Jïâ^K AB^fi^, Hnïoi^p), 

' ■ ■ ■ * . 

r. ..^^^Q*Bt UJM r«çwe|kriinilire de p. On tirera de» équiTaleoces (49) 

- .. '! H , .f. ir : •• ■ , . , . .1.. " . . 

(*•). ^f^^T't'.. (Il»0d.|»), 

et par suite [attendu que la formule (C) ootralj^e toujours la forrauie (7}] 

' " ' ' • • ' . ■ ' ' ' - -' 

- ■ • 

Donc, si Ton représente t'indico A , U l'aiite de la lettre cM«uld*i«tifue I « p«r 
la notation^ If/i), 00 aura 

Un trouvera de même ' ' 

.I(^J9^ = I(^^ + I(9»1{^)+IW+I(^). (iiiod.p.|). 

• ». 
et généralement , , 

l(^B2i>...) = I(^)'HI(lf)+I(C^H-l(ll9+«tc.>.. (iiMd.p^i). 

quel que soit le nombre Hcs facteur» A t B » C , D , ... Si . ce nombre <^tant désigné 

par m , les facteurs A , B , C , D deviennent équivalents à une mène 

quantité X , la formule (-53) donnera 

($4) I(«'*) = ml(«); (inod.)»— 1). ' 

On peut donc énoncer la proposition suivaolr. 

Vind'irr du produit de pluêùtvn t^pAm Ut iqwvoiuu à la iomme de taira s'iidMM* 

tuivant le module p — 1. » •*• 

fMndice d'une puissance du degré m Mil élfllfmtUlU, aUMNMâ ia Modllk' p ^4 « 

à Cindiet de ia racine muUiplU par m. 

En tertu de la dernière propeaitioB » VdqniTaUooe (1) enlralMMt la ftnnule 



( .274 J' 

(56) ' * . ml^)^l{À); .(mo<l.f.fr>U) ; «'o b «!»ii<yi!nns t., ni; 
de laquelle on lir.ra '' ' ' . ^" ' ' » J ' ? . ' • " ^ 

L'équivalence (56) , daas laquelle l{x) e$t préci^t^ment la piuà pctlî& 'des valeur» 
pMÎlife* de u. propres à vérifier la formule (lo), inoalrc conimeut.à l'aide d'anc 
table d*iiidioM. on peut rétoudre l'équivalence (i ). [ Voyez , pour plut de détaik» Tbu' 

CMiMrf ej» enfin ^ue lonté équireleoee du teeond degré , étant réductible à une équi- 
valence bineme» pnùmi encore élreréiolne , fi le modal* p est un nombrojkrenj^r,^ 
I l'aide d'une table d'iadiow de» laquelle on aurait prit pour baie l*nne quelconque 
det nicinet j^mitivet de p. ■ 'x - 

En terminant ce paragraphe» nou> ferons remarquer, avec Gauss , qu'il ett facile 
de fétoudre l'équivalence (i) , toutes let foit qMe» la condition (i3)'étanl remplie, lat 

oombret m -et ' aont prémien entre onic. Alor» , enjeffet, on pourra troufe» 

doux qu^tîtét eotiftrei ' v » w propret à vérifier la fonnule 

(57) • , . . 
et conkDie'on'*Bura par tuite/eu' égard b In condilien (i^) r 

(5») ' - A^A " E:A . (mod.iijfv ' ' ' 

il e»t cluir qu'un résoudra lequivulcucc (i), ou 



t il 



1^9) as-H-rf*», (nod.f) r . 

en prenant 



ÇontidéroM, pour fixer let ifléet» réi|uivalence; ^ ' A 

(Gi) , . , ; . «b^HS, (mod.aS). 



Dont co fipi , orMrottvera n as i , ^ tlh condition (i3) , réduite lu .^^ 
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(«75) 
5** = 1, (mod.iS) 

«cm remplie. De plus, Ins rxpo<inn(s ii, 6 étaat pcemieri «olre citt« on pourra 
cboisir v , w do manière à vériiier la formule 

à laqix-Ilc on satisfait en prenant v = I ( iv = e. Par «lilo» on résoudra la formule 

(Gi) eo tupposaot 

(tia) *^3' = 9, (mod.a3}. 



ce qui e»t esacU Ajoulon* que, le nombre «• Aant égal I a , l'équivalence (6i) 
*4meltra aeidéMeiA deojf raclnei'iliètinétea, savoir, 

(63) " «=E9. ''•«S'^9S»j4 . (inod.»5). ' 



En général ,t lorsque le carré 4e » ne dhwe pa» p — i, l'équivalence ( i ) peut lou- 
-ionra être réioliiâ par<la'niélhtfde ^juNU'Tonons d'Indiquer, et leè fermnlca (S?). (6o) 
donnent 

. ..„. ;,..:.. •. • 

V étant choisi de manière que la quantité . • ' ♦ 

«('+—"1 

Mit entière. Par aniie, «i ^ — i n'est dîfisiblé qu'une fois psr le nombre a , on vè- 

rlfiera l'èquivalenee 

ktfiqiiABlla'sera résuNiM»^, en préfliitt -i:!..». . ' ' i. 



(W) (uiod.rt. 

fie mime , si p — i n'est pas divisible , ou , s'il est divisible une «eule fois par l|e 
nombre .5, on vérifielhai^éqtfnilenoe' ■ • l'I i« .ii. »; 

si>^j*v (éod.p9, ('^J 
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(«76) 

fuppgiie réaolable , en preoaat , daiu le prenùar CM j 



(66) m^A* , {m»A.p), 

• * • 

et, diiw-k second Ml» 

(67) » = a'^ * (méd./») , ' 
OQ bien 

(68) « = ^ =^ . (iiiod.p). 

»eIon que f> — 1 divis.^ par g 4p^W»^!''û |>ttMf rÇ#U^ (> 9W V «tÇ^t^M. AÀfui. f>r 
eiemplot on résoudra lu l'oruiulc 

(69) x^~ia , (mo4>ai)* 
en prenant 



Toalet le» fou qae le nombre n se.réduit k (Vo>té* la formule (64) douue 
« étani çbout de inaotère que la «^antït^ _ . \ 

foit enlibiet et Mtte. formule déterqiiBe U fadae unique de réquivilenoe i(i). 
len^lenoaibie 1» turpeHe l'iiaité* p— 1 n'étenl pu diviaible par n\ Viq/ù- 
Tllence (1) admet plusieurs racines, dont une soute fiH dél^minéi) par U furmule (^); 

et, pour les obtenir toutes^ il sufllit de multiplier le second mpmbr^* de cette furuiut^ psr 
les direrse» racines de l'équivalence (t^) , <m> œ qqi reneol au même , de la «uivaotc 

î » - " 

(72) (inod.|»). 

. ■ » 

D'aïUemefti l'on mpfoie «=t, lalbrnMiln(7p), iMAlInb 

(5i) . of'^»' P> 
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. ( «;7 ) 

,iur<> pour racines — i et -f- Donp» fi. p — i «tk diviiible une Mule fois par le 
(»o) * m*^A , tinod./>) 



•«Imeuira W denx raciôés 



/>+« • p'¥* 



(j3) x — A^, «r — — A ^ , (iiioJ.//). 

Aiiui , par ewoiple. ou r4toudra Ut Ibrinnle 

(74) *" »'.= 3, (»uo«Lii), 
en prraaot 

(75) « = = o» « = — ^ = 6»,, CoM»<l' »»)* 
et la forpaula 

(76) •• = —5, (inod.3i), 

(77) *. «^5' = *o, ott » = — «o^»», (miMl.di}, 
DWra pari , li Ton a n 3:s S > la Attittàle (7s) , rédnite à 



(7«) J • • ' ' ■ , «H', (naod./») , 

mi . : ■ ' .'-•;*'-* 
I79) » 4» .» (qp^d./») , 

par consûfjiicDt 

el » «(Hnma, 'en aiippoaanl p — 1 diTiâble une seule fm* par te nombre e » '»n ti- 
rera de la formule (80} 

(81) »»+»==*=(— 5) * . (mwi./)). 

déi>^, dan» oèlle bypuihèâe , lea'troîi reelnei de fdqtnfabnce ($«) aemtti rea- 
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Donc, si p — 1 e*l divisible uuo »eule fois par ebmiiii 4ot nombre» a et 3 , l'ér' 

(sS) aî* = ^ (uiod./)) 

•dinetlra trois radoo» «{ni foroiil retpecliTOineiit 

(85) » = A , x= "'-f-^} ^ 4 . « = JJiilÏLJL^ î» . (mod.p), 

' '.-44 

on bien 

jp-f» Z-iii- 3/»+» t^* v-fi 

(84) - ^ . a.= ^ A~. «,=-:ili:5LL_^ » . («od.^). 

scloa qiiti p — 1 > divicé par 9 , dooQera pour re«U) 6 ou 5. Âinii, par CMttk- 
plu, les trois rat^iue» de l'éijuatioa -- t.- • . . •• ' 

(85) , «'^4. (V04,?^i .0 . ,,i "f VI.. . 
•eront 

(86) ae.E4^=i6, »= i6gS.i6E«iS» aiE-i^i^iGE-e.ifir-'. (in(Nl>i(i)> 

Si , la condilion (1 5) étant rempUe , ka nombrea m » -^-^ ceaaent d*étttt pranjora 
iDOlre eux, et, « J'on désigne par m leur pins grand eommnn divisenr, le nombre 
^ sers premier k ^ ' , et Ton Jtourra irounn; denx quantités enlitfes v, w 

propres à Tcrifier l'équnlion " ' ' 

■ ^ ^ ,m p-i -1. ,1' 

(87) — w — -î^ «=1. . 

Ûo aura par suilo, eu égard è la condilion (i3), .' .j. '« j i >'> ' •( 

p- 1 NI 

(88> . d^A, ,' ^%îr 

et il c.Nt clair qu'on rétoudrf r,c^tJ^rA^npG..(i.) 4^y;i^ii^a/)l.^ a; ..4«>A<Wif''iiiiii<vcc4i4r 
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(89) tB**'='A"', (inod.p), . 

de kquelie un lire • \ > > 

m m 



, . W , / »<\ W M 



D'ailleurs l'équivalcnco (89) sera tl i notnLrç tic ci lles qui peuvent cire résolues. EoeflVt. 

», divisaot à la fou m et -^^-^ , par coo'diiHcnt m cl p — ,i , «ep diviseur de i«. 

n 

Doue la fonimie (i9) enlralii^lMMiv^aleà , | h > 



(91) ■ y ~ A =1, (mod./>). 

Or k formule (91), nmbUibte \ la formulé (iS), exprime prioUtoeuk la eondilion & 

laquelle doit Mtîafairo, pour qu'on puisse résoudre Téquivalence (^89). ' ' 

Il e4t l>on d'observer que, w étant diviseur de n, sura diviseur du /> — 1. 

Donc il Ort toujour* facile de réduire l'équi vaj^ence ( 1 ) du degré m . à une autre éqiu* 
faïence dont le degré v aoit la racine d*un carré qui -divise p i< Lorsque p 1 
D'offre pas do diviseurs carr(::< , dont les racînci divlsinit I'cX|iMant m , le nonilire w 
ceiaeide avec l'unilé» el ta formule (89) ou (60) (ournii une racine de réquîralenco (1). 



% 3. Sur fa rétolution de* 4fuiv«Unee$ da irohUmt tt du quatrième degré* 

Elanl dounéo une L^juiviilenco troii-ièrac ou du f|ii ili it uuï dc^^ré, on peut, & r.udc 
do 1.1 mtilliodn pxpubée dans le premier pnrngrjphe, (li'oi'l' i" si oclie équivalenc»* ndmcl 
autant do lacinc^ distinctes que sou degré renfcnuo d'uuilcs. J) ms lo cas contraire , ou 
po«irra teujourf , b l'aide do la même méthode • ou •'«worer que réquÎTelenco proposée 
n'a point de racines, on fa réduire h une équivalence de d^ré moindre/ Pour cette raison 
neu nous bornerons , dans te qui va suivre* à considérer les équiniences dn troîsî^oie 
ou du quelrièttio degré qui admettent trois oti quatre racines dislinelw.. 



( ) 

Considérous d'abord uoe é^iiivaleoce complelle du trcHtième degré ou de la t'ornie ^ 

p désignant un nombre prrinii r, cl a,, <r, ir, , rln» quantité* ciilièrts ilonl la 
première ne suit pas divi»iblc pat p , ou^méfoe des cjuaniités ralionni-iicf. Si l'on Tait 

(a) • (mod.p) , •.;.( uMM|»"'! î'.:--! 

la formule deviendra - . . u j „ t. 

(3) jr»^.£ry4.t7 = o. .^j^, BT..; *. ;• i ju..' 

B . C étant des quantités rationnellea que l'on Murra réduire h des (|iiftDlitéf etttièrcp» 

D'uD autre côté , ai l'on déaigoe par — - f * ' - ' \ -l^ 'l. 

' * • »• . 
i»! «ai ' • , 

les racine* de réquation ' . 

rl par p line racine primhJva de la «uirante ' . , . 

(5) ; ' 

• p« MfonI le» dienx rednee de * , 

(6) «•4'«|4-i«o« 
•«rrèkpitniôii . ' 

(7) . • . ■ • . (^"-ji^)'. 

considi^r^c comme fonction dos racine* de* étiuationa (4) » (^J t n'«ura, comme l'on sait, 
quQ. deux valeurs distinctes» savoir. 

qui aenriront ellef-mdmes de radaea à U rddoile \ 

■ . .1 

M*' 

Gela posé , concevooi qoe l'équlralence (3) admette troil ncinet dbtiiiclM 
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(•81) 

yt t y% » yi * 
et i|oe le Dombie /» — i coït ilif»iUe jMr 3. L'éi|uiT«leiiGe 

= (niod»|ji) » 

oflrira elle-mêtnc trou raciuei duliocles, dont la première lerA l'unité, k« deux derûicrûs 
étant propres k i^riiier h fbmrale 

(n) «•4-«4-i^o» (mod.p). 

Si l'on nouune r rune de cet daim denièna » PâiilN «en repréieDlée per i*% et li 

«. , tf« feront , en vertn du Ihiortoe 17 de I» ptge tSe» le» dem neinM de Të^fa- 
lenee do second 

(18) «•4.^11^^ ^0, (iiiOd.p), 

Coiqme on aara d'villeura 

0»» •+* -h #• >•>) {«t 4- p*«» -hf n) -4*»,» -f« «j» — ««Hé — ««ut — 
le coronaire 1»* du théoièoe 17 de la page aSe donnera 

■ fjr» + »'V0 ( J< :t- + rr») s — SB t (nod.^) 



^'^^ I i -I. 



A i'aide do ces formules, on réduira la résolution de l'équivalence (1) ou (5) à la réso- 
iolion de deux équivalences da second degré , et d'une équiralenee Unome dn troisième 
degré» En oSist. supposons 

II») § O. • g 

11 &u(fira<, pour déterminer «, , de résoudre i." les é^uiralencflS du second <iegré (n) 
et (1 3), s.* l'équivalence binôme du troisième degré 

(ï?) •!* = «»» (mod.;>), 

lY* kmkii. 87 
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(•«•) 

après quoi l'on déterminera v. » li if n'est pas dimible par p , I faide de la 

bminltt 9«a«a=— S^t ou ' 

B 

(i8) = — (mod.p), 

«k y*» y*9 T* ^ 1'*'^ ^ fiwmulea 

deaqudlei on lire 



Si B d«ffMnit dirîiibJe par p , l'ane dea raeinea de réquivalence (i 5} sardl étfA- 
vtbnle à idn»> «I en désignant par «, l'antra meine, on devrait % b fwinnle (17) 
joindre la anivante 

v»=o* (mod/p). 
11 importe d*ol»aerver qu*«n verlo des foryiales (la) on anm 

Donc, puiiquc chacuoe des équivaleaces (5) . (10) admet , par hypothèse, Iroi» racines 
. diatioclM, el qu'on conséquence aucune dca dilKrenoea r — r*» y^'-^y*, y* — ji, 
i— /i n'eai é^valenle à léro amvant le module p, la diflStreneo ■« «• ne 
' aera pas non plus équifaleote à séro , el la formule ( 1 3} offiin encore doux raeinea dirtiii- 

des. Gela posé, la condition (38} da paragraphe a donner* 

(C fi' \ » 
— + 17] =»» (nMMLp). 

De même , l'équÎTaleace (17) devant être résoluble » et p^i étant difiaible par 5 , 
on tirera de la formiule (1 3) du $ a 

p.\ 

T 

(at) a, = I , (oiod.;») , 

olparauiio,ai B n'eat po» diviMUe per p, 

(nod*f)» 



B'aiilre ptrt, on wn, en farta da Ihiorême lo da k ptgs 189, 

^ ^ Ç Çi 
(«4) «. +u, =v. +w, . 



«1 » «. déi%ii«ul ht 4«iut ndiMt da l*4qiiftlioa (9)* dont lai «aWiif» mniii 

(.6) ..^--^J^ + ^^j . ,.=«_-+J_4._J . 
Doue la 6m«la (aS) pa«m Mm téiiaile à 

ou , C6 qui roTient au mfime, à 



U/ 3.6 U «7/ 3.d.9.i« Uy \4 a?/ 



C«7) 



Aimi . lorsque . p^i élmt divMLle S, at ^ W difWIil» par p, Vé' 
qnifakoca (S)r admei trois racbet dlstiadca, lea «alann daâ qwuMiléa B , C f ériftanl 
]aa «oodiiions (ai), (97). Béeiproqaamaiil , si ces coodilion iont férifién. p— 1 

étant loiijourâ difisible par 3 , B non diviMblt' par p , chacime des équirtf- 
lences (1) et (d) admettra trois ractoes distincte». Eo eÛ'et, eu égard à la condition (si), 
réquifaknce sera résoluble. DésigooDs par u, , a. ses deui racines, et fiiisoas 

s 

«» =•» 

La coDditiaii {vj) on (t8) 

'-h*7=«» (mod.p), 



a 



ou t ce qui retient au mêine , 
«t par coÉiéqiNiit 



( 184) 

{vaoi.p). 

Donc la condition (sa) sera elle-même remplie, et l'équation (17} sen réioliibte* G«b 
posé , les formtilcs (18) r( (19) roumironi éridemnwnl dot valoart de yt» y%* y% pnf 
près h vérifier l'iiquiTfllenço (5). . _ , : 

Si, les conditions (ai), (27) éUnX remplies, le nombre p — 1 n'e*t diTÎftibfe ni par 
4 , ni par 9 . la résolution des équivaleoce* (ii), (*7)iLdoûtje« deux premier» 
peuvent s'écrire comme il suit : 

(18) (w+O'^— 5, (mol-p)* 

(19) . («i+T)*=-j' + ^V {««M. 

et par conséquent la résolution des équivalences (1) ou (3) 8'«lliMltiieiOlltttDi|iMiieà l'iUki 
des formnlM (67)» (68) , (69) du para^apbe précédent. 

Pour montrêr une «iiplîealion d«f prindpw que «nu nnoo* d*«sfOier « WBuMémm 
l'équifAleiiQO 

(30) 0* — 3a»*H->5<V'~**^^» (iiiod.3i). 

])aM«e.«u,io nombro p-'issS» len multipl» dtt S, mm tira ^fitible ni ptr 
. 4, ^ par 9» «t r«ii vérifiera la feramlo (1 1) M («A) (foyn la» Ibnndat (77) 

g s] , en prenant a»"!- 1=^11, par cootéqnenl '* » On'poam 

donc supposer 

00 . ,=^=_,. 

Do plot, ai Ton fUi 

(31) •*»J+y»'7+»» 

la formuto (3o) deviendra 

(53) J'* + >»7+ i3=o# (mod.3i). 
Sa eoBiparank ceito daraièn à rdqutvataiiM (3) • «• tranmn 

(54) i?=i». I7=ia, 

(55) -7 = ^' X+-^ = 6' + 4"=3+« = 7* («nod.5i). 
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( ) 

Cd» port, le» condition» (»»). l»7) 

(36) 7**=>» {inod.li). 

d 

o ••'^ i.sj9.4 I.0.3.4 

ou, ce r«>vÎM»t au même [aUenJu que Ion aura .C_»^— i, 7' = ». 

Or les formules (56), (Sy) étant vérifiées, ou doil ea conclure que l'équivalence (5o) 
ou (33) admeltm trois racines dislincle». EffccliTenaont 11 fiwmule (1 5) ou («9) dofkndrA 

(58) («+6)'S7»' 
el l'on en linra [voyH le» Jbnnnbt (7^) dn $ t] 

(Sjl) «-|-6 = ±7' = ^»«> (inod.3»). 

Oq poom dono «oppoter 

(40) «, = 10— «ts»4. 
cl Téquiraleoce ti7)t vddwtH'k 

(41) - •.*=4. (mod-Si)' i • • • 

A» poor mino» [foy« l« fomnlw <») du % »1 lot troii qnuititd» 16. -5 , - 16. 
Goift peié, on ponm pNBdn 

(4«) n>.= — 3. r'i».:=— 13, (mod.Si), 

«I, coono on tiiwn da la fofnmlo (18) - 



00 trouvera encore 

(44) >.=—«! rw,=— »4. ♦•»,=— 9. (moiSi). 



( .86) 

Donc eiiiui le» formula (19) dooiMnmfc • 

(45) 7.= i6 — 8H8, 7.=— i5 — 14=4. ^'sE — 5 — 9=— (mod.Si). 
AiBit l'éqiiiftlcnoe (S$) âani pour ncinci ^ 

(46) 7^8. y = 7 = — I». (n»od.5i). 

'«ce ^ «tl eim(. Lm neiact eormpoiMbnlet de réqaifalenee (9o)i calcuUtti'à fddtt à» 
b fonnule (S*) ««roiit ériil«iiiiii0ol ' ' 

■ 

(47) . «^—9. C™o^*3»)« 

GoDtUMroii» maintamnt mio éqaivihoce oowplèle du 4.* degpi ou de h fonm 

s(4S) 0| 

p désignant un nombre premier 1 eL a, , a, , a. , aj , des quaalilé» enlièret dont 
la pccaÀfe ne ioit p« diniible par p , on néaM des i|iMiiliiéi Mlimoallet. Si l'm 

(49) "=^""ipir* î"»"*^*/»)' 

rëqnif •Imce (4ft) deviAndn 

(50) y4 + 4. +/>=•, (aUNtp). 

B , C , D étant des quantités rationneUe» que 1*00 pourra réduire à des quantités cn> 
Uères. D*un autre câté, si l'on désigne par 

le* rtdiMi de féqMlkNi 

(«0 y^-^By-'^Cy^D^o, 



— ; — ) ' 

ooniidMe cemm Ibmiiea dt om itcittei, n'enn» eonae PoniiU* qoe tfoii 
ditliiielet, wttât, 

(6.) = ^ ] . v.-^— ^ ) . «,= ^ j j , 
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lertiMAl de nminet à la réduke 

CeU posé, coDcevoiu que i'équiTaleocc (ôi) admette quatre racines diiiiactei^ 
etfaÎMMis 

(54) u^^-fllZll^^J, ^^\li:2i^)\ u,=(il!!3i^)\ (rnoArt, 

u, . u, , uj seront , en vertu du théoréne 16 d» b pige «4^' ^ ^^f** racines de l'A*- 
fuivaleoce du Iroiiième degré 

(55) + + ('**-*4i>)«^^*=o. («od.p). ' 
CkwiiiMMi MM d*a3t0iin 



A l*aîde de ces formules, on réduira la résolution de l'équivalcuco (48) ou (5o) 5 Ur^ 
»oiation de deux éqiiifiileoeas Jûoonm du second degré» et d'une équiwleoc» do trot* 
sième. Ea effet, svpposons 



t » 



Il Miflm» pour dMm««r de «éwndtB i.« ré^ralenoe- ($5) , ^u^ eel du 

difpétf la» éMM df mfoleaoea du iooend d^gré 



(59} . *.' — «.. <^.'^ti. , (mod./i; , ... 

après quoi Ton détenm'ncra r, , si C ; n'est paa dinsibie pu p, è Taidc de te 
formule 8«,i»,i>j= — 8C , ou ' ' 

(6») »,=—--__, (ned.p), 

' • ^ . .. , ^ 

e* /i » /• » 7» » J4 * l'aide des formules 



( 408 ) 

— - - • 

deiquelle» oo Un 

(m> J'. = 5; » = 5 . -y» r . J« = ; » ' 

Si C rierenait dirt»ibtc par l'une des racines do Téqurfalence (55) s'éraaouiraU, 

et , en désignant lo« deux autres par u, , «, , «n devrait aux formules (5g) joindre , 
DCiD plus la Tormule (Co) , mai» la snivânte 

"«^o» (mod.p). 

Jl «al hoa d'obaafrqr l'on t , m verta des Son^jào» (â4) , 

* 1 

(65) «.-«.= 0r,-7,){r>-r4)» «i-«>=(r«-r4)(yiTy.)» «.•«3=(yi-ji)Crry«)» («od-^y. 

On peut en conclure que, si TéquiraFence (5o) admet quatre racines distinctes Tune de 
l'autre, l'équivalence (55) admettra elle-mêms trois racines distinctes. SI Too fait d'ail- 
leurs 

(64) u + ^ = 0, {mod,p), 
et de plus 

(65) E^-l^-B^ + AD^, + (mod,pj/ 
réf tticol«M» (ift) deiMiidr* . 

(66) ir'+ffl7 + JP=o, (0104.1»). ' 

SoÊfifÊÊttm nmlnlWuniC p« i éhrisiiile par 5. On pourra détermiAer les trois 
mine» de riquivalence (66) conreapoodaales am trob Taleurt de « qui vérifient la 
femude (55) , on suittal k MilioAi^perbqaelle mnê morn fdMÉÉ ré^MlvvbMft (4)* 

et, comme les trois racines de féqoifdeace (66) seraai diitînetcs l'une d^Tautae, à 
l'équivalence (5o) offre cHc-mêmc trois racine» distinctes, il est clair que les quantités 
E , F satisferont alors géodralemeuCsaxeondUtons qmt l'on <réduit des formules (21) et 
(»")> en i remplaçant B par E et C pa^ F. Un aura do^G, on admeltaoi q,ue 
^^niTàlelloe (Sbjr odirar quatre raciMa distioctea, 

(<i7) 



e 



l F' \ » 

[-^ + •7^1 — »» (mod-rt, 
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m 



On doil toutefois excepter ie cas où le coeûicicat £ devieudrait dirUible par p. De 
pios, ctecooe dM fermntea (5g) defuit étivrévoloble» «m tata èicon «li C n'e&t pai 
éqaivakot'fciéffo. 



(€9) 

et ^ fioméf opnt 



£i ^ £11 
« / C' \ « 



£11 



(70) «» * = (^) *■ = 1, (WNl.p). 

Cela po&é, cooceroiu que réliminattoa de u eatre les épations 

(71) u*-{-»Bu*'{-{B*^AO)u^€* = o, f = tt ' , 
.produite une «aire équation é» It ferme 

/" + C/" + i»/'+/ = o. • 

Qo aura ideatiquemeiil 

(75) + + • )U-«i^)f 

£2 tl £2i 



el par Mille 



(74) , 



/Hl 

puit ov eonelàra 4et forimilat (74) , combinées avoe lea fennu]M (69) , (7ft)> 



(75) 



. I' 



98 
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(76) ^'- = 1, (aiod.p). 

Donc , en définitiTe, les condilloos (67) , (68) , (75) doironl étte «térittei loote» Im Mi 
que, I 4mt difbibb par 5. el B bod difiaiblM par p, fdqaita- 

leuce (48) ou (âo) ofiro <(uatre racines ditlimlet* Quant à la condition (76)» il oat inu- 
tile d'en faire mention, puisque, dans le cas dont il s'agit, elle sera toujours remplie. 
I^nc, si les conditions (G-), (08), (76) sont vérifiées, p — 1 étant Hivitible par 5 , 
cl C, E non divisible» par p, l'équivalence (âo) et par suite l'équivalence (48) * 
oITriroDl quatre racines distinctes. En effet, les conditions (67), (68) étant fdrifiiea* 
chtciuio des dqnirftlencM (56) , (€€} offrira trois Mciae» di«tiiiel« i*ttiM do l'antre. Dé* 
•tgiions par n. » «, » m% cflllei do oea racima qui appartiendront è réqjuiralenco ($5). 
Le* qoaotitéi 

p-i /•» y-i 

(77) «. t «• t «» 



aeront le* troi* roeinea de IV 

(78) f'. + cfH-Jïf + i=e, 
qui . on Ttrltt do k demièfe dea fimnalea (74) . deriendn 

(79) V^ + Cf'+ii^— <?'-'=o. 

De plus, ies conditions (7Ô), (76) étant remplies, la formule (78) deviendra 



eu. coqni revient an 1 
(80) (F-,V=o, 

f>t sr« trois racines seront tiquiviilenlcs h l'unité. Donc le* qnantilf's f77) vérifieront les 
condition» (69), (70), et les formules (6ç)) seront résolubles. Cela po^é, lej» formule* (60] 
et (62) foumiroitt éfidodumiA éo* rplottra ^ Jx* J%t y%* propres k rérifier Té» 
qnivalenoe (So}> * 

Si, iea eondtl!oB^'^7), (68), (75), (76) étant remplies, le nombre p 1 o*eal divi- 
«blo ni par 4 « ni par 9 , le réiolotion dm dqaifalenooi (66), (69) et par mite la riio- 
lution des équivalences (5o) . (5i) s'eSeetneront aan* peine à l'aide daa fonnnlai (87}, 
(68) » (69) dn parafrapba préeédoat. 

. GooMvooi, pour iier le* idées, qa*ils*agi«ae de réa«ndrnl*dq«valen«a 
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( «9» ) 

(8i) «« + 40*4>6a»*4-iSn+7So. (oiod.ii). 

ou oiiiieadra la formule 

(tô) J'*4-9/-^9»Op (iBod.5i); 

puU , en CQjuparMi eslto fenniile k l'éf «ÎTaleace (5o) , ca Iraoma 

(84) -»=o, C=9, l>B--5. 

• , f , . ' 

■ - 

C«la poté, l'équiralenoe (55) deviendra 

iSS) «»4.iiiiH-it=oi 

elle se confondra donc avec réquinlmee (33). doDt 1m nOÎDM étaÎMll 8, 4 ^ » 
en «orte qu'on pourra prendre 

(86) «( = 8,' «•S4f «t=*— ï«, (mod.5i).' 

Or kftvakun préoédciile» d« «i » «•> «i TéiifierMit let oo a ditiMW (69), (70), on 

(87) 8'*=ï, 4'*=», (—»»)•'=*> (mod.50. 
On poom doue rdMMMbo los dqaifiloBoo» ($9) > «a 

(88) * v,* = 8, v.*=4, (mod.5i). 

. On tifoM offoeUfoncal do coi doniièfo*, ^11 ayuA dgiid tn fomultt dii$ »,olk 
lacondilioB «'=1, 

(89) t>,^±Ô» = abs»* = d=â« = d=i6, f?,==fc4»=±«'»=:±:*. 
Pn> eoDiéqafloI 00 povm supposer 

(90) «,sst. 

Le» valeurs de «, , v, étant ainsi fixées , l'équivalence (33) donoen 

(91) •»=— "ir-^ — 9 = ») (■od.30» 
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el l'on tirara dm formole* (6 s) 

Telles seront les qoatre racines de réquiralence (83). Les racines correspondantes do Té- 
qqiralmce (8i) , vknOé» à Vné» de h Ibmals {^) lOTOBt respecUfo^ik ■ . 

(95) •H— ««T • «Cu- 

ltes équiralences (8i) ré»«lublps , et le membre ^ =^ 9 n'élont p»$ dirislltle ^ 
9i • on peut «ffinner que, dana Tesemple préeèdMl» ha «eadîtiona (jk), (76) a* féri- 
flanl, oa , «n d'antna taroM*, ip» t^équl T akîet pfed wâle "par MHaaioaliiMi da m «Mm 
laa aairanlea 

(94) •'4-iatt+ 11=0, ^ = tt'*, (a»od.5i), 

ae Téàiok h b {branle 

ir*~9r* 4.7^^1=0* (iiioa.Si), 

C'ail, eu itale» «• ioot il eai lacile de a'aaanrer diraelMMBt. 



ET LE MODTEMENT INTÉBIEUR DES CORPS 

• - ■ . . . ^ . _ 

GONSiDÉfiÉS COMME ht» MA^ES GQNTUIDBS. 



$ 1." Formula giniraUa, 

Droi la reduerdie d« éqmalitn» .d'^aililuewou dei,iiMW|V«flMeii(.ilipft eoi]» i^î^M ou 
flniflM, «m peut eoniidérar ces eorpa comme des masi^ .contiimM» bîea («• ngurder 

comme des sy.stèmei de points matériels qui s'attirent ou su repoussent à de Irèi-pelitcs 
distances. Dans la première hvpollièsf, il faul cV abord établir la thf'oiic prf>t,sioris ou 
tensions exercées en an point donné d'un corp& solidô contre les divers pitms qu ou peut 
dire passer par ce même point. J'ai développé cette théorie d&»s le tome 11 des lixor* 
dùÊÊ 4ê Mûtkimuti^M, et )*m fait coniiMtro>ie» iiAalliiiBi<i|uI<«|to*}<d«if» ls WK^i* 
^iUbre d*nii eoqi» lolide ou fluide, entre les ]»resMOfl» ou Irnsioos el les fbreet accélé- 
rtiricee* Si. pour fixer les tàétÊ^ 0)i désigne par. x ,\y^ t. coordonnées rectangn- 
Iflin»? d'un point quelconque; par p la densité d'un corps au point (x,y,t)', par 
p' , p% p'" le» pressions on (rusions que supportent en ce point et du côté des coor- 
données positives trois piaus rcspcclirement perpendiculaires aux axes coordorthéj»; par 
F, Bi F, Bt Di B, D, C les projections olgébrir^ucs des preacioiM p',p',p'" 
wr eet mêmes axeis enfin fn .X,, Y, Z los prejecijonj i^M^ies do la fonse ae- 
oéléralrice appliqué» an ^dlafc' («•j,s)l '^Ict'relif^eni doot'il Cagit leronl ei^rimée» 
par le» formules 

*- *' / dA . dF 4iE . „ • ^.'■^<^^ ''• • • ■ - * 

.1 . ' . • . ■ . ..- 

"V ,v.;., :;i,srt^i--tir+'''=*- . . 



df[ps les«)ueU^ .x , Jt * »out prises pour variables inâépendaiUca« SUes diverses por- 
iteilet dtt corps* an lien d'o||rir nn-^l'it^d'éguilibre, •ont.eo nwuvcDentt alorftM,eD.,44< 
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sigoant par Sfi, ^, % les projociions algébrique» de la feree accélératrice qai serait 
oapiblA de pradoin k eUe teHkTle aeLMAent effectif d'uoe'pariicute . et prcuani x . 
X,9, t panr tariablM iodépeDdantos, oo obliciidn, h la pkoe d«a éqmtieDs ( i ) , celba 
qui ' 



(t) 



4s 

dD 



^4- — 4 
dx ^ dy ^ 

dE dD dC 



Ëolin, 61 i'on nomme >i, Ç les déplacernoots de la particule qui , au bout d'un 
tein|W ciiÇaetde'avèe lè pttint (àî.j^.s), mesurés paraliëlemeot aux aze< coor • 
deniiéa» on troanva/ èit siippoatnl cet déplacMwnta li^'peUt^ 



et par CMniM|iMiit Im éqaalioiu («) denendrool 



(3), 



l dA . dF dE ■ d'i 

~'^~d7-^-^+*^f'dF'* 



dF . dB , dD , ^ d'n 



Le» furuiuics (i), (a), (5) sout les véritables équations d'équilibru ou de mourement 
intArÎMir daa eoqi» oonndéréa oamoitt dea maaaa» «ontfaiiies; et pour en déduire , par 
«cemple, le» loû de l'équilibre ou da moaremeol de» corp» aolideâ élaaliqma , Il anffil 
dechcrcbercommeot, dnnsccsderaier^leipreaatons oateBMÔiia. j^. M» C, D, B, J^s 
doivent s'exprimer à l'aide de» déplacemenU Nou» fliropi, è c« aujel le» itft- 

marque» suivante». • .t. , \ 

Soient , au bout du lenp» t, s , p , y les tingles que forme avec (es depai-aut de» 

coordonnées positives une droitt^ menée par (o point [x, y, t) , ri repr^î^^nlons par i 
la dilatation ou condensation linéaire i, mesurée suivant cette droite. On aura ^ en 
supposant que les déplaccmont» ' Ç , n . % soient très-petits , 



,i "il» 
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. = — Cû*'a4- ;^ coi'f + ^- cos'v 

(4) " 

DoDC le syslèmc dp^ fll! t iti uns ou condcnsalions linpairc<i. mesurées Jans toiile» les di- 
rections possibles autour liu point {x^y,i), scra coaiplèleœeul détcriuinô , lorsqu'oa 
coooailra les valeurs dos six quaniilés . 

S* ^ • Sr ' A V «te A • <r Tito • 

qui, dans la formule (4), serveul «le coeflîctcnts aux cnrrds et aux produits des cosinus 
dui» angles a , ^ , y. Cela posé, adiu«Uons , couiuie nous l'avons déjà fait dans le 3.* 
volume [poge iCj] que, dans uu corps élastique , lu pres»ioii ou tension exercée contra 
oa plan ptuiiiit par oo point donné (a;. 7, t) dépende uniquemeni de* < 
oa dilalatioBi tiaépiiM autour de oa poiot» en taiia qne le syslène de .1 
en dilalaliOQs étant conuu , ou puiaw andddniie le lyalAne entier des pressioi» ou ten- 
sions exercées*GOBlre lea divers plant qui fentonenl le point («,^, •) *. Lef ptettiam 
ou teoMOoi 

(«) C, Ù, ' S, F 

.i 

r 

derront être des fonclioos des seules quantités 

a fl fi 

de* ^* ét* ét'^'ify * ^ ém'^ A * ify"^ 4g* 

', 

et même des fonctions linéaires , si, en coottdérant les quantités dont U l'agil comme 
infiniment petites du premier ordre , on néglige , dans les développements -f , H , 
C , D , E , F, suivant les puissances ascendantes de ces quantiléi , les infiniment 
petits du second ordre et des ordres supét ieurs. Donc alors , en admettant que les près- 
•*éTaaoaiieenl due Télat nainnl« on Irouvera 



* Roos avoM IbA^ «• fdméf , dsM It t w Wha» voInMie én Kmmb t t , comio* propra ft fbonlr ks 4qH- 

lioM d'é^jallibre ou de uiouTcnirni iiilérlrar d'uD corpi toti(!r dont l'élailicilé rtittch mruic en tous tta$. Mai* 
rien D'cotptebed'clendn: le m<n« priocipt •« cm 0(1 t'vlxticitt rarkduu le pMMged'unedircctioa&une autre. 



( «0) 



(7) 



[ ë + ^^(^^ + S) + ^5 + ^) • 



>« « bb t «I f * «» f « «te» • test ^ cMneiaoto <iiii terfinl détenu! nét eo chtqM 
paÎMl dtt.)«ilft» MM pourront varier .iveo x, ^» »• Lwé«{uation» (7) et (8)'cdîao 
oident arec celtes que M. Poiwon a (lonnéus dans son <K>rntr>r Méuioire sur les corps 
élnili<]tm5 *. Chacuiro de ce* équations, pri*e à pJrt, mi do la mùiue fomitt que l'une ^rs 
ùqualions (à), (G) de la page il du présent Tolume, el renferme six coelBcienli dépciidiuit!^ 
d«liiMitare4lucorps.l|aMilii*ariire pfm ici.eMttiBApowrJeliquaUoBs (ô), (6) delà page 2. 
4|iie qmelguM-uiit de» CMffieieDts «{ai ierreot à délenniner la proMion A lownt égaus 
à qoelquef-ooe de ceux qui serrent k détermîniBr chaciuie des autre* pceMbn* JB,Ç, 



* (toof Alablir lis CarmÉlas ^ at (^^oH laRarda eoaiaae'a|ïplk)able« »at cotp* Mllilartfialt^aiatfdoat Iw 

nolécule* tont tr^s-pcu écartées des pn<!fîon> qnVKrf occapatcnt dan» l'ét«l naturr! , M. Po«scn part de rt- 
principe I que le* prcMions A, B, C, D, £, F, relttÎTca an point (.ei/»*)! dépendeut aniqaeiDeat de* 

MptaeaaMnis idalUk im BoUadas dâts la *aiHiM«a de aa patot «t par cs*séqiMflit ■«■T qnaMilia 



rfS rfî rfï t/,t tin 'dW di rfÇ dÇ 
di' ^' dl' di' ^* d?* ^* 57' 

piiij,en tuiiai J<-t,iiit cei qiiantitéfi curunic iaCnimeal petitei ilu (imnicr urdrr, et a^gljgranl Ict ifiËniment peUU 
<Ib tcpand o«Ufl« il t<ii<ail tiw laleuM^d* - i), Ci D, Et ^ fitacUM* lioéairat de^^pwBlité* dont il 
»*afïl. Bttfia II nnitee cm rondkmi fc la forint tow hi|aelle dlni w préieMeM dao» la* éqmlion* (7), (8j , en 
adnicltanl que li-i pr< !)iuiu sVvarinnitient ilam Viilai oaltirel du corp«, et en obMTTant que cet clal conliaiN de 
•ab4«ter, quand on imprime à toiu le* points un monTementcoiaiBao darOMiaa satoarde l'oa detami 
dana^s» 



( «97 ) 

Ù , E , F ', el les lr6Hle-«ix coefficicoU a, , b, , c, » d, , e, , f, , a, « b« , etCi.. » 

6unl tous (iistiucU les un« des autres. 

Si l'élaslicité du corps redevient !n même en Ions sens, les équations (7) , (8) se ré- 
duiroDt à celles ^ue j'ui donnûos dans le iroisièmc rohinic [page 910]. Alors, en effet , 
eoiniii«Jtt r«i déjà remarqué [iroUièiiie Toliime , pa^c 1C7]» IroU diivctioiu porpenifica- 
laim «ittre elle», derroolp en chaque poiml du cor|» élastique, correapondre ainialla-» 
nément aux (rois pressions ou lerisîon» priucipales et aux trois condeoMtkim on dibta- ' 
ttnns pririci])nles. De plua, ai l'on nomme t' . c', i'" les (!il<itntions ou coadeosalions 
principales, et v', w"' les tensions principales prises avec le signe , on les 
pressions principales prises avec le signe — , ■•*, seront des fonctions de 
t', t" qui derroai conierfer le» mèoiei formel qoeod on échangera entre «ox let 
•te» dea s , • . Cet minea fenctiona deficodroot linéalrea, ai , en considémnl lea 
qiianlilés c'* COmme infiniment petitaa du premier ordre, 00 néglige, daua 

les déreloppemenla dea pressions, les infiniment petits des ordres supérieur»; et «li)ra,.ell 
supposant les preasiona nvilpa dans l'étal naturel , 00 aturji nécessairement . 

11 , K désignant deux coeiBcienls qui pourront varier avec x , jr , t. Si maintenant 
oQ fait poor abré^ 

(10) « = + 

u repréaeDlers la diitlation on oondenaation du TolonM, el en poiant d*«illeiir», 

on réduira les équations (10) aux formules (74} de la page 179 du troisième volume, 
d'e»t-è<dire «à 

(11) w'=zk$'-^Av, w-^kt'-^Kv, •'"=*«"' 4- 

Enfin, en raisunoaot comme dans le troisième volume [pages 177 et suir.], on déduira 
dci femnles (11) le» valeura générale» de jitBtC,'B,B,Ft uenk, 

■0 djr a* 
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( 




et, ijn subMîtuaot CCS valeurs dans les formule» (i) ou (3), od oblieadra des équatiooi 
proph's h déterminer l'équilibre ou le mouvement des cofps élastiques dont l'éla&licilé 
reste, la même ûam lom les sens. Or ces équations, qui renferment deux coeflicleolt 
k K dépendants de la nature du corps sont précisément les formules (79) ,,(73) de b 
pkf» 179 du (roîiième voluine. Elles iomprenoeiil commé caa parliculien dVutte» équa- 
tions qMi'r44f<Bnnen't ua »eul ooeiBcîetttit «avoir» celles que Ton trouve dans nn IHéaioSre 
de M. Navîer, présenté h l'Acadéniie le i4 nui iSai, «t dans le premier Mémoire de M. 
roi<<iAn $nr les corps (^Li&ttqtics , et celles que j'avâia domides mM-méme dans le Mémoire 
présenté ^ l'Académie le 3o septembre i8as. 

* Oii ne doit pas étfclier qac. pourétahlfr kè dqmlions (7). (8), (ift) , (i5), nout 

avons considéré les corps élastique? comme des masses continues. Si on les regarde comme 
des systèmes de points matcrit-is qui s'aliirent ou &e repoussent à de très-petites distances, 
les équations (7), (8), (la), (iS) ne changeront pu déforme. Seulement les treule-i»ix 
coefficients renferméa daoa lea équatieaa (7) . (8) se téduiromt êm quioie coefficients que 
con|»reDiieat lea fenaolea (5) t (6) de la |ia§8 a , et lea deux coeflicleota, raufeméa dam 
lea équaiiona (la) » (i5) aeroul liée Vtaxh l'autre par la coadhioo 

(i4) *=tK» 

en sorte que Ir-s é(]u.Ttions ^ , (lô) se réiluiront aux formules (48) de la paj^ 22fj du 
troisième volume. Or ce qui pourrait l'aire croire que dans la théorie des corps élasti- 
ques il cooTÎedl A'opint lea dltuitei réducileua dont noua venona de parler, c'est que les 
espdrîeiiees (ailea aur dea eorpa dont Télasitidté reate à peu prèa la même «n toua aena pa* 
raiaaeot a*accorder apécialement avec les fonnolea qu'on obtient quand on auppose vérifiée 
la condition (1 4}* 

Noua allons maintenant recherelMr les fonnules qui devront remplacer Ica iquaiiafti 

(7) • (S) • ''^1^ considère vn corps élastique passant d*ttn état dana^tequcJ les presaioM 

ne seraient milles à un second éM distinct du prcmiei*. Pour y parvenir, nous sui- 
vrons une niclhode somlilnble à coli"' «lont M. Poisson s'est servi pour établir les formules 
(7), (8) , et tious supposerons que les pressions yi , li , C , D , li , F relotires aa 
second état dn corps élaaiique dépendant en chaque point {x,y,>) dea dépUMOtenla 
rolatib des particules situées dans le voisinage de ce même point. Or, ai Ton dérigne tWK 
joura par (S • * • déplaeemcnis mcsurifs parallèlement aux axes coordonnés daos 

le passai» du premier état au second « les dépiacemcnta relatiis do la particulo qui coin* 
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(^99) 

ctde dans le second élat avec le point {as -f- '^*»./ + ^J» * "h • P*"" fnppo»'^ ^ la 
partii^lB q|ii coîi^cide grec le poipt ?) . seroni l« troif i|mQblv . 

AÇ, &«, 

D'ailleurj, si l'oa notnmc r lo rajon vecteur mené du point {iB,y,z) au point 
(œ + âLaj.jr^-Aj, î4-As) , et a, p. 7 les anglq* forait ptrœrayoa fecteijU' avec 
le» ddinî-axes des coordonnée» positives , on aura 

oi les trois f|unntltés a!. a„ , seiitnt» 4«if lo vwiiiMige dupoiai (9t>>«)ii son- 
.sikleioent délcrmîaôes pur les formules 

4Ç=^Aa: + ^A/+fA.= r^^co.. + ^ca.p + ^cos7). 

Iluick(B«kil4placcments reJdtlft 'dèi 4iii»ne| mvléoulit^ dans 1^ TAhiiitg^ dii^peliit {m^, *) 
dépmdroiil priocipalemeilt d«i Douf «punlitét 

' ' di ■ <^ dl fin rfn 4n rfC tf C 

4to* dy* î^' rf7' <fc * rfrt rf«* d* * 

qui serviront de coeABdeot* tus ow^ona des aoglm « » p » V dao* 1m valeurs des t>ap- 



a'C Au AC 
r r p . 

Donc, ejï adoptant l'hypoibèse c?-ditfitf ùaénlîdioéo; ob ttovrtf- regarder la» pMWidtM 
y# B', C\D, E\ F coîpma de* fondions da cas aix qaantîtës.^Bllflèl si , on cott^ 
is^Sêno^'^ja» quantités coBiine inrininKnt pr iltcs du premier ol^e; on néglige daris fes 
développements des pressions A , B , C , l) , E , F les infinfmcnl pelitiî d'un ordre 
supérieur an ffremior . !'■«; fonctions dont il s'agit seront redïpiacées par des foooUoos li- 
néaires , en sorte qu* ou pourra supposer ' * "■= 



( 8m ) 

C = » + c. ^ + ..ç. + +^_+;^) + + c (^+ 

L.r+f.|i4.,.-+r,f+^(^+f)+,.(S+^) + f.(^+è). 

Pour décoiirrir le» toliUoiM qui p«uTeni exister entre Jet soiniile cœlficîenU que ren- 
fiiment ci» denûj^.formulei* il. a^l.dTobfçrt^r que le preniiar état du corps conti- 
nuora de subaiiter, si, dans le passade du premier ëtnt nu second, on a (déplacé tous les 
points, en le» faisant tourner siDiuIluiKtncnt autour de l'un des àxes coordonné». Sup- 
posons, pour fixer tes idées, que, dans iv passage du premier élat au second, le corps 
ait Ipurné «nioar.dp l'axA dee • j et «oient » dan» h Mcond éiet do corp«> », * le» 
eoefdoiuiéei poleirét du point {m,yit) projet^ »ht l.e^.pl8D dea a;, 7, ca (oHe 
qa*on ail ^ ' 



V 
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Désignons d'ailleurs par * l'accroi»»efncnt qu'a reçu l'angle t dans le paMAge du 
premier élat ao second. Oa aura évideinmeol 



1Ç= t,eoar — »«e»(r dr(i — coi/) — ^/tlo i , 



pui« on en conclura-^ en contîdérani t comnm infiaimoot p«lit 4u premier ordre, et 
négligent les infinioient petit» d'un ordre sopérieur «u preoiter, ^ 

« 

(ai) Ç= — ij-, «aslx. 

D'autre part, la vah-nrs de A , B , C , 0 , E, F ri<lalivca au premier état An 
corps, ou ccllea qu'on déduit de» fumiulcs (17}* (18} «en remplaçant ( par 

léro , savoir. 

«, b. . î 

devront coïncider avec celles qu'on ubtient étm le fceosd itat du corps . lorsqu'aux axes 
feetangulairee dea ae » j on aubatttue de nouTceux «lea eoordonaéa qui forment afec 

le demi -exe dei ce poiitirei le» angle» i et y*^^* " ^ f^ulte inmAdiateinent 

que ka fermulm (7) p (8) de la page St. et lea foraraln * (i4) de la page $3 , sab- 
aialerent al Ton y remplace let preaaîoii» <II»,<)|^,G»«&«^*/ p«r a » b , t , 
^ » t, i» pourvu que l'on 7 poae en même lemp» 

«1 = »» «• = -T-+«f «1 = — » 

9 % 



<") 



9 



ou, ce qui ceTient au {o^me» 

eo»«iSCo»i, co»«a = -^»iac, cMéi = o, 

(aî) j cocp, — sin » , co8p, — cos i . cos^j = o , 

OOS71SO» OOSTtSO, CMT| = 0 



« 
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Oa trouvera eii cooséquencc 

/ itf=acofi+biiii*»^tf«atoofr 
(t4) / As=:<iriB*î4.bc(is*i4.ftfmi«ewt, - 

» ■ 

( F=(ft-^b)«iiiccMÎ4-f(oos't — mn*»); 

pu» ou eo coQclura, eo oégU]seaat les iaiiniineAt peltU du second ordre. 
(»e) ^ = a— s*f, Jfssli+«<*f. 

D'ailleurc oo tirera de» éi|n«tÎ0M (17) . (18), réuqie» aux lorwules (ai), 

(«9) Z> = >— aid,, £ = f^««e^, F^.f-^etf^î 

flk, oonme cm deraièiw nienrt de A , B , C , D , E » F devront «'accorder avtc 
cdkt que foaniisMat Jm éqaatiQiw («6). (17) , on enn néoewairamenl 

d.=— i<. e, = i>. f,= i(b_a). 

Oa trouvera de iii«m», i.« «a gapposaol^, dent 1» peaaase du pnmier éUt ao iecond/ 
te6orpe>aittoiin« attteiirdel*aiedea 7, 



a, = — t, b, = o, c.=î«. 

2.° en supposant que , d^ns le pauage du premier état «u jecond, le corpa ait tounié 

autour 3e l'axe de« os , * 
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( SoS ) 

(54) ' •, = «, k,=»>. c, = — >, 

(55) d,s«|(f»*fc). 0, = — if, f, = tt. 

Ea vertu dos formules (3o) , (5i), (Sa) , (5îî) , (54), (35), le* corfficiiînl* compris dun* 
ht équatioDs (i^) , (iB) te réduiront à quarante-deux, et cet équations devicndroui res- 
pect! rament 

K=«+-:(.-o(â-S)-.»{â-^)-;r(è-^) 

l'-f+Uk-.)(f-£)-l'{$-.S)-|l.(2|-§) 



( 5o4 ) 

Ajouionâ que, si le premier éial du corps al un état d'équiliLre , dam lo^upl losforce» 
iiccéléralrices »oi«nt nuiJe* , loi preMion» '(it^tt»^tt,t^ ratalÎTw à c«i ëUil. 
devront vérifier 1« condilions 

fia ii{ de 

\ ;â^ + ^ + ^ = '»' 

rf£ rf^ rf£ _ 

que Ton déduit 4m équtUoiu (i) en y remphçMt A , M , C , B » F pw a, 
l>if.1k*f*f» et ^» Z par féro. On peut reuMÎrquBr d'aillaur* que ces coa< 
dition* seront toujours remplies, lorsque les pressions û, b, C, e, f relativet au 
premier état (in corps réduiront k dea quanlitéa constaoies , c'cat-ii-dire, indépen- 

dnnles de la position du point {x,y,t). 

Il est bon d'uLscrvcrque les équations (56), (37) comprennent comme eus |>articuliers 
les formules qui se Iroufent inscrites sous les mêmes numéros, à la puge i38. et qui se 
déduisent de cea équaliona lorsqu'on peie 

/•, = a -)-a, b,=: f — b* Ci = e<^(, d, = a — e,sv, ft=w, 

■ i 

a,= f— a, b.:s=b4>|». Cî=d— f, d,=:u% e, = v'— *, {,-=s:w% 

•i = e— a, b|=:d — cisc + f* d9=su', es:sv'i fis«'-(* 

a4=u, b4 = u'4-^» C4 = u*+&, d4 = d + ^^, P4=w'+ — , f4=»'+ — , 
«5= T 4-^, b8 = V% Cj=w'+f, (lj=.w'+-- , ei=:e+-^-^, fj = U+— , 

e 1 ■ a 

8«=w-ff. b6=w' + f. c«=w'. d, = v'+-. e« = u+^,ii=f+— . 
l ma» 

Alnii laa valean de A,B,C,D,E,F, déterminées généralement par les for- 
mulea (36), ($7) . conienrent lea mémea fonnea, quand , au lieu de flaoïidénr lea ootpa 
«ommo dea maaaea eoatinnea. on lea n^rde eoouiie det qrvtèinea de peints malalridi 

qui s'attirent ou «e repoussent è do très-pciitc s distaneea. Sealement les quarantn-dem 
coefllcients renfermés dana lea ëquationa dont il a'agit ao i4dnia«9t alora k vingt^un, «t vd> 

rifionl les conditions 



(4o) 



9 

f+0 



(4») e, + *«ii. «•4-<=bf^#4^ijfi 4i«i<, ei + t=»«f, 

Soieot mainteiMDl 
(4a) A. ^. G. , i 

ce (juo dcvicDoent les pressions A.B,C,D,E,F lorsque, dans le second état 
du corps , on fait lournnr les axe* coordonnûé des x eX y autour de l'origine , de inu- 
nière k «iiIittUiitt an demi - tu d«i m po vii^oA ^fiiui jjui . partant 4e roripoe • M di- 
ven la j^oiot oormpoiidaDt au coordoDiiéM 9, y» SappcMOi dUUeiini qm 
l'on dé&igne toujour* par t. et r lot coordonnées polaires de ce dwiliar peint. J^, 
^ . € ; S • '''' . ; ^ . 2) . C seront les projections ;ilgébriques sur les nouveaux 
axes conrdoniK^s des pressions ou tensions que supportent dans le socot»! état du corps 
trois plans menés par le point {^ty,z) , et perpendiculaires « le prumier au rayon 
fcetaar », le troiaièBwk l'axe d«t *, losecoodàla droiledlotaraectiondaprender 
etda Irdaiène. Or ce» nouvdle» preanont on teniîont leront 6? idemmenl Uéea aux prei* 
•îons ou teuioiu A » B , D» B» F par le» i^vawlw «fffen efaient lonque , dint 
les (équations (a4) • (^â) > on remplace l'angle i par Pu^jle el b * t , ^ t 

t^t par eX». ili> , € , £ » •déafrte-qnVwenrt 



(43) 



(44) 



A =s Jlcea't -l- ifiydBH — t /amTCA*T » 

B— cism'T-4- tfbcos'T'^ i^ûnveoir , 

I l>=5^eear4.<&Mitj 



>F = (JU— 4fii}Mnt«oa«4'#(«oa*^ •^aîn^r) ♦ 

lY.* ANR&S. 
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on , ee miflnt n 



(M) 



m 




m 



Ajoottm qm 4ei fiwmolof (45) «i (46) m tinn 

(47) ^ + ^=»a, + ifi,, il— ^=(.^ — Dl>)cos2T — t^sinir, 

et par suite 



m 



9 9 



(49) 



0 = C, ' 



Défignoiif k présent par ^ ei pgr « les «ecroÎMamflnii que nçoirent ie rajon 
raotow > 6t l'anglo r« ta&db qne le corpt pnw dii prwoiar 4tot an Moood. Om 



(5o) 



« — »(i — y)*în(T— 0' î 

lit on ea conclura . en considérant les quauiii. s t , j cou^me inliniment peliics du 
praUNT orff», elnéiiligcaûl les inilnioient petits d un ordre supérieur au premier. 
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(50 ' Isa— l»itoT+i»eo$T, i»=ri*«»iT+y*itoT, 

oop ce 4|Bi ravint an nMitt» 

D'autre part , en considérant » efc « eoauw 4ea CooclioiudA m, y » «DlreaTan 
•a égurd auk foromie» (19) * 

(«9) , tMIg^SB-i, 

et par suite 

(54) »lt»s«lto+jr4r* ' 

oa, ce qui revient au même, 

(55) 4» SB ooivil» «nv^r • = ■ ; ^ ' ' • 
On aora donc 

(56) ^=C»iT. ^=»»'- ï;=-T"»'' ;Ç. = -«o.tî 



et, Ml'oBfBppoie imméiliitei^ cipriméa fonctions Je » «I <« 

trooTen encore 



tfi <fi l ch . di di , X di 

(<0" dj 1 </ . <i di . ,1 <f; 

' di> * dr * ify d» • • rf» 



\ ' dx dx, V dr dy d* ' v rir 

Cela poié, les fwiDalM (5s) dooDenml 



(59) 



rffl di . dj dr, . , ^ . ^ </ 
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( M ) 

et i'oacoaciura de ces dernières, çotubioées avec les équalions (ig) el (^7) , 



rf« rf„ (dj , dl\ ' (dl 4J\ , 



(61) 



(6«) 



On Iranvm d'ailléan 

dn di dj fdi , rfy • \ 
Bdip , ti r«n nibslittte dtM les é^aations (36) et (37) 1m vtiMn de 

fl jfi "iîl ^ ^H — ^ ^ £i 

ét* 'dy* d** df* <r ' ''Z ' ^ ' A • 

tirées dM fbrBHibi (5ll), (60)» (Ci), (61), on obUeildik de moftHea ndeari de 
B , C t D , B , P, uni, MibttîluéM etleMnémea dam lea Ibmale» (49). foDi^ 
BiroDi le moyen d'e^rimer lea praaiieiia «K, • l)b > C > £^ * £ » / en foiwtMma des 
^aantîtés ^ - 

(65) **. i. T. 

et dei ooeflBdeiMa difléteatkla 

. di di 41 dj dj dj £Ç rfÇ "rfÇ 

™ rfT» 57» A* dv' rfr' dz' d^' dT' 



Si, après nvoir obtenu, comme on vient de le dire, tes valeurs de ci. , il!) . G« 
S) , C , S , exprimées en fonctions des quantités (G3) el (64) , on cherche ce qu'elles 

dcTÎendraicnt dans le cas où l'on fV"pIiccrait , v\\ lo faisant tourner autour de i*orîgine, 
le demi-axe polaire , à parlir duquel se conipte l'angle t ; il suffira d'observer qu'en 



( ) 

vertu d'uo ««mliiablc déplacemeol la variable r torait augineolée ou (liuiiDué« tl'uDc 
quanUté eoditmle. Dooei pour déttna^iMr 1« valeoN qne prendmiMut J^» , Q , 
Jù» C * ^ Éprès l« déplaeeiiMiit doul 9 «'agit* il iufliraU da ronplacar * dus les 
fomiult» (58). (60). (Gi), (6s), (48) et (49). l'aDgle r renferiné aous let signes hin. 
et C09. par l'aogle 3 , ? clé^ignaat une constante positive ou négative. Or il 
faudrait évidemment que les vulotiri de oIj , ift , G . ^ . . <^ . ainsi trouvées, 
coQservasseot la même furiau, quelque fût i'augle 3 , pour que le corps, dans son pre- 
mier état, pût être c«D<idéré comme offirant la même élaiticité en tous mdi antonr d*an 
•le quelconque parallèle I l*«se dss ». Il teate Ii otuiuner quelle» font les rdalions 
que ddtwt avoir «alra «vx lea qiianmla-de«K eoaflioieiita 



(65) 





a. . 




a». 


■4» 


as» 


a«. 




b.. 




bi. 


b4. 


bi. 


b«. 




c. , 


c, . 


C3 , 


C4. 








d.. 


d.. 


d>* 


d*. 


ds. 


d« » 


1;: 


•i. 


«•t 


•** 


04. 


«1. 


e6 . 








h. 









pour latifbve I la eondilbn qiw noua voDoiit d'todiquer. 

Afin de réaondre plua iaoOement la qneation dont il a*agit , altribuena d'abord è « la 
valear partienlière « . el anppoaooa en conai^nenoB que lea valeora de A , . G , 

S>» C » déduites des formules (58) , (Go) . (Ci) , (G2} , (30) , (5;) , (48) et (49) , 
conservent les mêmes formes, tandis <|i)'nn y »ub.stiLue run<;le ^-t-iv à l'aogle t. 11 
est clair qu'après celle substitution [ta valeurs des quantités 

(66) A. B. C. F. "^. 

fournies par les équations (4^) , (46)« (60), (Ci), n'auront pat cliangé, taodia que les 
valeurs des quantités 

rfï' ify* S* s;* 

fournies par les équations (46) , (58) , (6s) , auront simplement changé de signe. Donc 
les formules (36) , {7)-) continueront do subsister lorsqti'on y c1inp<:era SOulemeot k» 
signes des quantités (67). Donc ces formules ootraloeront les suivantes 
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(510) 

Or N f^quaiions (70) ,(71) devant subsister pour de* valeurs qaeteoaquM db 
et par cooséquenl pour de< valeurs quelconques des quentilés 

£L ^ £i £!L-i-£i flj.*!. iïi^ii £1— £îL ■ 

on eo conclura immédis^ement 
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. ( 5u ) 

(jî) ]| = d,=s4l. = dj| = d« = o, t = e. = e, = e» = e6 = o, f4 = fs = o. 



Gonc«TOQs à présent que l'on attribue à S la valeur parliculière —, et supposoQ* 

que Iw nlann de * llî> » C« ^> <^ doivent encore conserver le^ mêmes 

fenaM quand OB ««biftlm r«iigle + à l'aDgie t. Cette aounUe «ilMUlutioD , 

opMe dans lea lonnntea {fiB) , (46) . (M) . (60). (61), (6a)» aura i»oar «ffel de changer 
}m telenn de 

«Bielles de 

^ » B ^ V n a» rf; rfÇ rfn rfÇ . rfn\ d\ ' 

(75) a.A^B^^D.-^F, jj-, — ;ïj. 

]>ooe les formules (68), (69) devront continuer de subsi.Kfer quand OD j remplaoen 
lea qaaatîlés (74) pa^ les quantités (7$) > et l'on aura nécessairement 

Or, ces dernières ? aleurs de A» £, C, F dcfant »'accorder avec cellf s 



{ 3i2 ) ■ 

I 

<|uo toweiamai les formala (68) . (6g) , quel» que loienl l«s déplaonounlt ( , n. ; , 
on en condnra 

(79) <'4 = «f» -«4» f=0, f, = — f, , f]=ac«. 

Ptr toile |ei formule» (68) , (69) poortent <li« rédnitet à ■ 




ileiiMronteiifiiiqaflrim âttrDiiieli i b ftleur ~, el-tuppeeiiiM que le* ? «lewr» de 
•eli, ifb, 0. ^> / doivent encore conserver let'mélnet forme» ifoeod on «nb»- 

li lue l'angle ' -\- ~ h l'auglo t. Celte dernière «ubstitalion , opérée dans lc« for- 

mules (46) . (46) , (47) , (48) , (60) » (61) , (6a) , aura poar effet de changer le» valeur» 
de 
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(M) 



(85) , F. 








«nedlMde 












— F. 




. w 




el le« valeurs de 










• 

<«) D , 








3** 



m eellw de 



'W'V^'y^y'^ '^l'V^W'^'i^r i/ri^Â^^r'ïTf l*"'"*"/' 

Doiie le* formules (8o), (8i), (8«) oontinnornnl de lobsister'^aaod ia.y napluMn 
Itt quantiU* (83) et par le* qunlilét (84) et (86), de Mcle4|a*oii «on 



(»7) 



Penr feiie «lâaàder le* Taleuie préoédeiite* de ■■ '^>- et F «vtc ceUe» foe fbm^- 

otiMiil les é<nnUons (8i) , (8») . U eit néeeifiire d*Mra]dlir let.eM|BqM -^T^ > *•» 

• • ^ e 

f, , «ux deux coodilioiu 

s 

(89) -^=ft. -«-f.. 

■> 

Quanl am ferniole» (88), elle* •'■eeerdent etec l« dei» praniètat dei fanmiki (8i) , 
^uib qae loicinl d'âîllenn le» coeflîdenti d^ , d< , a el t. 
Bo Terlo des fbtimilei (89) « lei dquelieiif (8e)« (81) le rMoifcalk 
t?.«Aiiiiâe. M 
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(90) 



( 5i4 ) 

B = 



Cela poté . le* formules (48) . (49) donneront 



tin 8 T ^ 



sinr 



sinr 



(Si6) 

On tim im éqmiMos (C8) . (6»)., («i> et (6t) 



rf4 . 1 
— • -T- MOT = r- , 



(96) 



(94) „ .;;^CO.T-hj^«aT=»^, . 

(97) S-<»»^ + ^«nT = v— . ^coiT-— «Dt=»y 
Donc Iflt éqattioi|i (pa) , (93) poqnmil êln nai|)hc6M par Im fiiivtntM 

*=.+..(./+^+.^)+.f.(;+4) + ..S 

(98) { ifi, = tt + «.[»> + ^ + «'^j+»»6^j + ^J+a3;5- 

Gomme ce* deroièret T«lears de ^ , ïi^ , Q , £f * Cl» ^ oe cb«of;eut (m» de iorme» 



(99) 



( 5i6 ) 

quand on remplace l'angle x pnr r*^^9 , i déagntnt aoe qiwntilé conitànto. il en 
rétolto que les cooditioiu (72) , (73), (78), (79) et (89) sonl le» seules auxqtielle» il 



ftill» «MiijéarM 4|MMM«iis «Mfi«Miit d. b . J , t; iî .. . b. , c. . <!. . 
e« « f. • «• • 11* > ele... , poar que le corpi; dnw ioa pfemier élaftputne ôira oonaidAté 
comme oilrant la même étutidlé «n Utm»\§wu aotoar d'un aas qaileoiiqpM pwtUèle ii 
r«» dM • . Longue ce» eenditioiï» lont •? éirifl^ê» , lee. fibule dee preieioiis 

y A, £. C , £t, B, , F 

te lédniieai I celles ^ ^oMmeot Jet étjmtHM» (90)^ (91} 
Si, poar plm de nmpUdl^.'in disrit dtiDt eee^qaetlMt ' 



eu lieode 



e, 9, e'. e% cV o*. d'. d', T. r, 
a* dbv Ci dî^/ f,, Ib. 



on trouvm 



(100) 



(101) 



11 e«t boQ d'obierver que les équations (90) , (91) ou (100) et(lOl) 
dix coefficienU dép«adanU de la oaluro du wv^, wnk, • 



«T.. iV. 4% 4Vf P. 
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SiToa 

(10») 



( 3»7 ) 

^•>iH4i)-4v«o,lM Miiéili<NU (7«), (73). (7^)^(79) 



pu»^ ea écrirant, a et c au lieu 4e a , * » •» poMOl 

fl ^ 0 

(l«»4) < aï4-a.s»c,.4'C?=d4-«»-«j-^«=d, 4-a = i« — « = f, Ci — c = k 
m Mren.d!M^|llttiMis(9A)> (9O > > 



(106) 



(iû6) 



ir=a4-(f-a)^ + (5f + «) J+Cd-«)^. 
C;=C + (d-c)^ + (d-c)^+(k + c)^. 



D = (d+c)^+(d+.)^. 

^=(d + a)ï + (d + c)$. 



Ce« dernières formules ne reafemient «jue cinq coefTicieaU dépendants de la oalare du 
corpa, savoir» 

a, c« d, f, k. 



ifOÊêmm tm ^rtiwlilA, OtelM èqmtioiw (#4). 



(107) 
OQ prend 



G=^U^ P=Q, L = M = iB, 



( 3i8 ) 

Il suit» «a rette, des principes expoaé« iuu le troisième volume [page* 199 et soi] qoe 
1m oondUioiit (107) «ont pr6cl«émaat call«i aQxqmllM il fanl aMojétir 1m yo ti léi 

H, L, M» P. Q, a. 



60 lo^* MO* «uUwr d'aa am^iMleoiMiiM pa- 



pour que. Télaglicilé du «orpa fMUl la 
rallèlc ù l'axe des z. 

Si loii reut que le corps , dans son preniic^r état, puisse élre considéré c^mme offrant 
la même élasticité en tous sens autour d'un point quelconque, et par conséquent autour 
d'an axe quelconque paraiièio ou non paralièie à l'axe des * , il faudra que ie^ valeurs 
de A,Bt€,D,E,F, fotirnlMpar iMé^iwlioiM (go), (gi), ou (100) et (101). 
ne dMDgenl pas d» tamit aprèa an échaiiie opéré eiitn>Êia asM 4m '« * y . Or» 
si l'on remplace l'axe des y par Tavia des 9 «t réciproquement , on devra , dans 
les formules (100) , (101) , éclianf^cr entre ellea 1m qaanlilés B et C t E «i F , 
j t% t , « et Un aura donc par suite 



's=a4-a'^- 



(108) 



Pour que ces dernières râleurs de A , S , C , D , E , F s'acoordfiut avfe 
qm foarnimDt Iw éqiiatioiu (100), (101), il anflU d'usttjélir lM.ooe|9flifi\tâ ; 

a , c , a', a*, c'. c', d', d*, f, V 

aux oonditiona 

(110) a = c. a'=a' = c'i e'ssc'-faf^ d' = r, d' = f'=«. 
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( S«9 ) 

Cel<i posé, si l'on dé»igne p^r l In vnlrtir communn de» doAix quaoiités a , c , par 
K la valeur commune des troU qiiantilÀ» a , a', c', et par la valeur commune 

d«s éoux qMntiléi d', f , on trouvera, en lynnt égard A la formule (lo] , 

Les formuler (i 1 1) . { ' "0 pourraient êlre établies dir^'cf'^mf'nt ;»fir la métliorlc ?i l'aide 
de laquelle nous avon» obleau les formules (la) et (i5). Ea supposant l constant, 
e*«it<ft>dîre , indépendant de x, j, s , on dMnit de eea deux lyaltinat de fimmiles 
le* néiiies ëquatîona d'étiuilîlire ou de' mouvement ialéricur des corps dlaitSquei. Ajou- 
loneque l*on peut tirer les fornoles (tii) * (us) des équations (C;) de la page 178 du 
troietàme voiiimc de* EMtràeét, en pment dont ces équationa BsbKv^-I. 
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CORRECT I01«8. 

= ... (nMMLp} 
(«•— •0)(«+i) 



réqutfvloiioe 

Mnlérk pourvu qu'il loit premier à «*, 

et l'on pourra, dans cette hfpotbèse , 
tonjoan facile* daoa l'hypothèM admise , 
première« 
l'di|aation ^ 

(p-0(p-4) {F\^ 

£1 \TI 



o, 



(60) 

(9) 

C0«7} = I. 

(58) 
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